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SJottcbe. 



S)a« etfie 8u(§ biefer Element^ etttl^ält einen futjen SIbrtg be^ 
^^tnwxttni^ti jur aSorbeteitung auf bie attflemeine Slritl^raetlf. S)ie 
9legel be tri, weld^e l^eute nid^t we^t auf bie Se^te von ben ^Propot** 
tionen, fonbetn auf bie S3ete(3&nung üon ©inl^eiten unb aße^irl^etten ge^^ 
grftnbet wirb, fonnte be^l^alb jum SSotteil ber Sernenben weit in ben 
aSorbergtunb gerüdt werben, einige Snberungen im Vortrag ber Seigre 
t)on ben gemeinen Srüd&en unb ben S>ecimalbrild&en empfehlen fi(§ burd& 
bie 6rlei(5terung, weli^e fie bem Unterrid^t geroäl^ren. S)er Stbfd^nitt 
über bie ©enauigfeit t)on S^i^langaben unb Sfted^nungSrefuUaten bilbet 
eine ®rgänjung, beren bie Sfted^enbüd^er nid^t mel^r entbel^ren bilrfen. 
S)ie aufgenommenen Seifpiele mit üoUjlanbiger SluSfül^rung fotten aia 
5ßarabigmen bienen ; bie überall gejeigten ?ßroben ber Sled^nung mad^en 
einen großem SSorrat von Sled^nung^aufgaben fiberflüfrtg. 

S)a« jmeite S3ud& bejle^t au8 4 Slbfd^nitten, t)on benen ber erfie 
bie 4 ©pecieiS ber Sud^jlabenred&nung jum ©egenftanbe 5öt; ber jweite 
entplt bie Duabratmurjeln mit ben irrationalen unb f ompleyen 3<^^l^tt, 
bie ^Potenjen, aBurjeln unb Sogarit^men nebft ben geometrifd^en $ro^ 
greffionen; ber britte ha^ gemeine SBinomialt^ieorem, bie Äombinatorif 
unb beren mid^tigfie SCnmenbungen; ber vierte bie Äettenbrüd^e, bie 
(Sfponentialreil^e, bie Sinomialrei^e unb Sogaritl&menreil^e. 

S)a^ britte Sud^ beginnt mit einer Einleitung, meldte bie* 5Propor* 
tionen, ©runbbegriffe t)on ben gunitionen unb bie analptifd^e SWetlobe 
umfaßt. SDer näd&fte Slbfd^nitt be^anbelt bie Se^re von ben ©leid^ungen, 
bie Seftimmung mehrerer Unbefannten burd^ ein ©pflem t)on ©leid&un^ 
gen, unb iniSbefonbere bie quabratifd&en ©leid^ungen unb gunttionen. 
S)arauf folgt bie SCuflöfung ber fubif(|en unb biquabratifd^en ©leid&un- 
gen, ber numerifd^en tranöfcenbenten unb l^ö^em algebraifi^en ©leid^un^ 
gen, ber einfad^eren SDiopl^antifd^en Aufgaben. S)en ©d^lufe mad^en bie 
efementarften ©ä|e ber algebraifd^en Slnaltiri« b. i. ber Se^re von ben 
algebraifd^en gunftionen. 

S)ie einjelnen SKaterien finb jumeifl nad^ roiifenfd^aftlid&en Slbfid^^^ 
ttn gruppiert, babei jebod^ fo unabl^ängig oon einanber bearbeitet, baß 
bie Seigrer, meldte ba« oorliegenbe S3u^ beim Unterrid^t gebraud&en 
motten , münf d^enSmerte greil&eit in ber 3lu«malöl unb Slnorbnung ber 
SeMtoffe bel^alten. Sei bem erften Unterrid&t, beffen 3Raterial bie 
Eingänge ber einjelnen 5ßaragrap]&en entJ^alten, ift oon ben weiteren 



lY Sßorrcbc. 

SttuiSfäl^rutigen ber $atafltapl^en gat man^t^ ju ftreid^eti unb erft ge^ 
legentUdö nad^jul^olen. S)le aigebta foll tiid&t etwa erft nac^ voU^ 
btad^tem ©tubium ber l^ter gegebenen attgemeinen 2lritl^metll begonnen 
werben, e« ftnb melmel^^ i|re elnjelnen Slbfi^nitte jtt)ifd6en bie 21b*» 
fd&nitte ber allgenteinen SKritl^nietif elnjufd&alten. 3Ran wirb namentlid& 
na^ ben t)ler ©pecieS ber 85u4>jlabenred^nunfl bie ©tnleitung in ble 
Sllgebra unb bie ©letd^ungen erften ®rabei5 bur(|nel^nien, bann bie Dua«« 
bratwurjeln mit ben quabratifd^en ©leid^ungen unb ben ©ppernen t)on 
©leid^ungen, bann bie 5Botenjen, Sahir jeln, Sogaritl^men unb geometri*^ 
fd&en ^rogreffionen mit ben tran«fcenbenten ©leid^ungen, bann bie Äom^ 
binatoril u. f. w. 3)ie 2lnorbnung be« Sel^rbud^ä f oll ben miffenfd&aftUd^en 
Sufammenl^ang ber im Sel^rDortrag gefonberten ©egenjiänbe aud^ äufeer^ 
Ixä) jur 2lnfd^auung bringen. S)er analptifci&e ©ang be2 münblid^en SSor** 
trag^ wirb burd^ bie fpntl^etifd&e gaffung be« Selrbud^Ä am menigften 
eingefd^rftnlt. S)en einjelnen @ä|en, Benennungen unb SBejeid^nungen 
ift i^re ©efd^ii^te in furjen $Rotijen beigegeben morben. 

S)ie ©arfieUung ber ^ßol^eber^Ba^len (H §. 28, 4) ift in ber fed^ften 
Auflage berid^tigt unb ergänjt worben; ^errn ©remona t)erbanfte id& 
bie Slad&rii^t, ba^ bie Unrid^tigfeit, meldte ber SSerbefferung beburfte, 
von ben Ferren SRoreno in ?leapel unb ©aporali in 9lom erlannt 
morben mar. S^fäle finb in ber neuen fiebenten Auflage gemad^t morben 
namentlid^ bei ber einfül^rung ber irrationalen unb ber fomplejenSai&len, 
bei ben Determinanten, bei ben figurierten 3<jW^«/ fomie bejllglid^ ber 
Sernouttif^en S^^l^l^^- ^^^ ©infü^rung ber ©fponentialreil&e l&abe id& 
bie Einleitung über ffont)ergenjgebiete üon SRei^en weiter auSgebel^nt, 
moburd^ aud^ bie S3inomialreil^e unb bie fiogaritl^menreil^e in l^ellereiS 
Sid^t gefegt werben fonnten. 3n ber Sllgebra l^at ba8 lineare ©pfiem 
eine neue S)arftettung erl&alten. SBei ben ©leid^ungen 3ten unb 4ten 
©rabe« würben bie befannten Söfungen ber oottftönbigen ©leid^ungen 
i&inäugefügt. Sei ber grage nai^ ben SOBurjeln einer ©leid^ung ift ber 
fogenannte erjie ©aud^pfd^e ejrtftenjbewei« au& ben erften 2luflagen 
biefe« Sud^e« wieberl&ergeiiellt worben. ©nblid^ l&abe id^ mid^ ent-» 
fd&löifen, ben furjen ©ntwurf einer XabeUe jur ©efd^id^te ber 3Rat^e^ 
matif mit fulturl^iporifd^en ©eitenblidfen l^injujufügen; einen SSerfud^, 
ben iä) für nllfelid^ l^alte, obgleid^ beffen Dbjeftiüität mir nid^t jweifel-» 
lt>^ erfc^eint. 

5Die ©orge für lorrefte ^erftettung be« tiefte« ber ftebenten Sluf* 
läge l^at iperr Dr. Söeinmeifter in Seipjig gütig übernommen, wofür 
idö il^m jugleid^ im Flamen ber SSerlagiSl^anblung meinen heften S)an! 
auSfpred^e. 
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©emeine S(ritl^metil. 

§. 1. W>\>xüon unb ©ubtroftion. §. 2. ^viltipmation. §. 3. ^iöifion. Xc«, 
^tx^lütni^f iBrud). §. 4. 9le(^nung mit ntel^rfad^ benannten Qcä^Un. SJla^einBetten. 
IRcfolöicrcn, [Rebucieren. S^itreijbnung. §. 5. ?Pro<)ortionatität öon ©röfeen. SBercd^- 
nung ber äRel^rl^eit nnb ber ^nl^ett §. 6. SRegel be tri. Dberfa^, ^Rittetfai 
@(^tugfa|. $rocente. §. 7. Xeilbarfeit ber 3(^Icn. ^ttmjol^Ien, jufomntengefe^te 
Balten. 9f{elatit)e ^rintjal^Ien, grögtet gemeinfd^aftlid^er ^imfor, ileinfter gemein- 
fd^aftlid^er ^t))ibuuS. 

§. 8. SBon ben SBrüd^cn. i^ä^tt, uned^te SSrüd^e. ©leid&e »rüd^e. §. 9. Slbbition 
unb 6uBita!tion ber ^rüd^e. Generalnenner. §. 10. aJhtltiblifatton unb ^iDifton 
eines ^rud^eS burd^ ganjeS^^ten. §. 11. ä^ltt^Iifation uno^iüijion burd^ einen 
Srudft. §. 12. ©infame unb jufammengefe|te 9fiegel bc tri mit Srüdnen. §. 13. %tU 
lung nad9 gegebenen SBerl^öItntffen. ^rol^ortion, tnSbefonbere ber Seite eineS ^^an^en. 
©efeUfd^aftgred^nung. aRifd^ungSreöel. 

§. 14. 2)ie ^ectmalbrüqe. §. 15. ^bbttion unb @ubtra!tion ber ^ecimalbrüd^e. 
§. 16. SKuIti^Iifation ber JDecimatbrüd^e. §. 17. JDibifion ber 55)ecimalbrüd^e. ^erio* 
bifd^e unenbltd^e ^ecimalbrüd^e. §. 18. dled^nung mit unDoUftänbigen ^ecimalsal^Ien. 
©enauigfett ber 3<^^t<ingaben unb 9^ed^nungdrefultate. 



Slllgemeine ätitl^nieti!. 

§. 1. ©runbbegriffe. ©leid^artig, ungleid^artig. (äileidb, ungleid^. ©inl^eit, 3a]^I. 
Sal^Uüörter, S^^jc^^cn. S^^^^ ^^ allgemeinen, SaJ^lenöerbinbungen. a)efini= 
tton, ^eorem, mjiom. SBeroetS, (Sd^IuJ. §. 2. ^ie Summt. §. 3. S)a8 ^robuft. 
§. 4. ®ie ^otenj. §. 5. S)ie inbiretten dferationen. §. 6. %k gormein. §. 7. ®ie 
ä)ifferen3. ^outiöe, neaatiöe S^^^^^- ©ntgegengefettc ©röjen. §. 8. @umme nnh 
^ifferenj öon $oI^nomten. §. 9.JJrobuft öon «olljnomien. §. 10. S)er Ouotient. 
§.11. Quotient bon $robu!tcn. ^teciJproIe ©röfen. ®rengtt)erte. §. 12. Quotient 
üon ^ol^nomien. §. 13. Seilbarleit ber gal^Ien. ^rimjal^Ien, jufammengefe|te 
3al^Ien. S^eilbarleit t)on $robuIten. ^n§a$I ber Sp^^f melÄe brim ju einer 
geaebenen 3<^t ftnb. ^ongrueiu bon S^^^^^ ^^^ einem ^obul. tiefte bon $ro« 
imten unb ^otenaeU; quabratifdge tiefte nnb 9{id^t«9le[te. 



VI Sitl^alt. 

§. 14. Cluabrat einer ^ecimal^al^I. §. 15. duabratmurjel einer ^ecimaljal^I. 
^. 16. Sel^rfä^e öon ben OuabratttJnrjeln. SRationale, irrationale S^^^^^- SReale, 
imaginäre, tom^)Ieye 3^^!^^. §. 17. Segrfäje bon htn ^otenjen. ^otenjen mit nega* 
tiben (gf^oncnten. §. 18. %ie SBurjet. ^oten^en mit gebrodftnen ^fjjonenten. 
S)ic SEBurjeln ber ©inTleit, inSbefonbere bie eigcntltd^en. §. 19. 2)er Sogaritl^muS. 
Sogaritl^menf^fteme. §. 20. 2)ie gemeinen fiogaritfimen ber S)ecimaläal^len. S^aoellen 
bertelben. §. 21. SBered^nung bon gormeln mittel jt ber Sogaritl^men. 3)ie ©anßfcöe 
XabeHe. §. 22. S)ie geometrifd^e $rogreffion. ^le jufammengefe^te Sw^^c^i^wnS- 
^te ^lentenred^nung. 

§. 23. ^otenjen ber SBinomien mit ^jofitiben ganjcn (^pontnttn, SBinomial= 
coefficienten, binomifd^er Sel^rfa^. ©renjen ber SBurjel emeS SJinomium. §. 24. ?ßer= 
mutationen gegebener Elemente. §. 25. SSariattonen unb Kombinationen gegebener 
Elemente. §. 26. 3)eterminante eine« ©igftemg bon 3tt^^cn. §. 27. jßrobulte unb 
^otenjen bon $olt)nomien. §. 28. figurierte S^W^ ^^^ antl^metifd^e ^rogreffionen- 
§. 29. 3)ie SSal^rf^einlid^Mt. S^f^mmengefegte (greigniffe. Hoffnungen. 

§. 30. ^ie Äettenbrü(]^e. §. 31. S)ie ©j^jonentialreil^e. §. 32. ^ie 93inomial= 
reil^e imb bie Sogaritl^menretl^e. 



Saigebta. 

§. 1. 3)ie $ro^)ortionen. Äommenfurable, inlommenjurable ®rö6en. SÄittel 
jjiDiftJjen gegebenen ©röfeen. §. 2. fjunftionen bon SBariablen. ^robortionalitftt. 
Äontinuitdt einer gunftion, fjlujion (3)iffcrentiaI(tuotient). ^llgebraifdge, tran§fcen= 
hitite gunftion. homogene, f^mmetrifd^e, alternierenbe fjwttttionen. §. 3. ^ie anatt)- 
tifd^e uRetbobe. ^Beregnungen, Konftruftionen. 

§. 4. 4)ie (äWeid^ungen. Sbentität. mid^t ibentifd^e ©leicbung, SSurjeln berfelben. 
5lbgeleitete ©teid^ungen bon berfelben (Geltung, ©eorbnete ©leid^ung, ®rab berfelben. 
5ögebraifd^e, trangfcenbente ©leid^ungen. §. 5. @^ftemc bon ©leid^ungen mit mel^reren 
Unbefannten, inSbefonbere bon linearen Gleichungen. Xlnbeftimmte ®leid^ung, be= 

itimmteg (Softem bon ©leid^ungen. Söfung etneS ®^ftem3 linearer ©leid^ungen bon 
jeftimmter ober bon unbeftimmter Hnjo§l. §. 6. i)ie quabratifd^en ©leii^unt^cn. 
SRafimum ober SRinimum einer quabratifd^cn fjunftion. 3?CDuftion einer quabratifc^en 
tjorm. ©bfteme bon nid^t linearen ©leiqungen. 

§. 7. 4)ie fubifdben unb biquabratif&en ©leid^unqen. dtzciptolt ®leid§ungen. 
§. 8. 2:ran§fcenbente ©leidbungen unb ?luffofung numenfd^er (Sleid^ungen. (Sj)3onen= 



goreifd^e ©leid^ung. §lnbere Söeifjjiele. 

1. 10. ßel^rf äje bon ben algebraifd^en gunf tionen. ^ibiforen einer ganjen gunltion. 
^ie Sletdbung «ten ©rabeS ^at nid^t mel^r al8 n SBurjeln. ©igenfd^aft ber (£oeffi= 
cienten. 4)arftellung einer gebrod^nen fjunftion burd^ $artialbrüd^e. S)ibiforen einer 
ganzen gunftton mit ganjen S^oefftcienten. fjluyionen einer ganjen fjunftion. ^Rel^r- 
fad^e ^tbiforen einer gangen gunftion. ©renken ber realen ffiurjeln einer ©leid^ung. 
^eScarteS^ 9fiegel. @turmf$er ©aj. ©aud^t)« ©a^. ®au6' ©aj. S'Jid^treale 2Bur= 
jeln einer ©leid^ung. Konjugierte föerte einer algcbraifd^en fjunftion, S'Jorm einer 
irrationalen gunftion. Stefuitante bon j»ei gangen fjunltionen. ©rögter gemein= 
fd^aftlid^er ^ibifor bon gwei gangen gfuniftionen. 



(Srfte« »tt(^. 



Gemeine Jlrttl^mettk* 



©aljjer. I. 7. Wufl. 



§. 1. Slbbition unb ©ubtraftion. 

1. Qu einer 3# ^i«^ anbete abbiegen ^ei^t bie ©inl^etten ber 
jweiten 3^1 ju bet etften l^tnjujdl^ten. SlWan bejeid^net 7 + 5 = 12 
unb liejl „7 plus 5 glet(§ l2'^ S)ie Sal&l 12 l^eifet bte Summe ber 
3a]&len 7 unb 5, roelcä^e bie ©Heber (5ßojien) ber ©umme genannt 
werben. 

35ie Drbnung ber ©lieber ijl beliebig, j. S5. 5 + 7 = 7 + 5, 
9 + 4 + 6 = 4 + 6 + 9, u. f. m. 

2. 25on einer 3ai&l eine anbere f üb trainieren l^eifet bie ©inl^eiten 
ber jmeiten 3<i§l ^on ber erften abjäl^len. Wilan bejeid^net 12 — 7 = 5 
unb Heft „12 minus 7 gleid& 5, ober 7 t)on 12 bleibt 5". ©ieS^^l 5 
l^eifet bie S)ifferenj (Unterfd^ieb) ber 3^^^^^ 12 unb 7, r>on benen 
jene ber 3Kinuenbu8, biefe ber ©ubtral^enbu^ genannt wirb. 

S)ie ©ifferen} jweier ^a^ltn ifl bie S^^l, weld^e mit ber jmeiten 
eine ©umme giebt, bie ber erfien gleid^Iommt; j. 83. 12 — 7 == 5, meil 
5 + 7 ober 7 + 5 = 12. Sllfo: 

3)ifferenj + ©ubtral^enbu^ = SOitnuenbu«. 

S)ie ©ifferenj giebt an, um n)iet)ierber 5IWinuenbu8 mel^r iji al« 
ber ©ubtral^enbu«, unb um mieoiel ber ©ubtral^enbuiS weniger iji aK 
ber 3Rinuenbu8, j. S5. 12 ift mel^r alÄ 7, unb 7 iji weniger al3 12, 
unb jroar um 12 — 7 b. i. 5. 

3* aWan fann nur ©leid^artigeS abbieren unb fubtral^ieren, j. 33. 
einer unb ©iner, 3^^tter unb 3^^«^^f Pfennig unb ^Pfennig, il&aler 
unb 23&aler, $funb unb $funb, u. f. m. Summe unb ©ifferenj finb 
mit ben ©liebern gleid^benannt 

^Praftifd^e S3emerfungen. 3Ran fprii^t unb fd^reibt größere 
3al&len in Slbteilungen t)on brei ©teilen (©iner, Xaufenbe, aJlillio^ 
ntn, . .) j. SB. 

983 017 beffer al« 983017 

98 704 327 beffer al8 98704327 

unb fefet bei ber Slbbition unb ©ubtraltion berfelben genau ®iner unter 

einer u. f. m. 

1» 



4 ©emeine ^ritl^meti!. 

Set ber 2lbbittott meler ©liebet begleitet man bie Seroegung be« 
2luge« mit ber gebet, fprid&t nur bie ©umtnen au« uttb jn)ar im taft** 
mäßigen gortfd^ritt, alfo bei bert ©inern be8 folgenben S3eifpiel8 nici^t 

6 + 7 = 13, 13 + 3 = 16, 16 + 8 = 24, 24 + 4 ^= 28, foTt^ 

bem fofort 6, 13, 16, 24, 28, tDä^renb man mit Sluge unb geber bie 
SReil^e bur^läuft. 5E)ie gefunbenen 2 S^\)mx bilben ben Slnfang ber 
näd^fien .Summe , unb werben ju größerer @i(j&er|ett über bie Steige ber 
3el^ner bemerlt. 

3ur Einübung abbiert man bie ©lieber einjeln ober gruppenmeife 
unb fubtral^iert t)on ber ©umme mieber bie einjelnen ©lieber. 

« 76 856 '^^ ^^^ '^^^ ^'^^ ^^^^ ^^^ 
4- 9 237 + Q ^37 + 76 856 — 76 856 
+ 568 683 ^® ^^^ + 9 237 1368 232 



+ 40 738 

+749 574 

1445 088 



+ 568 683 835 667 9 237 
654 776 568 683 1358 995 
+ 40 738 + 40 738 -568 683 



695 514 609 421 790 312 

+ 749 574 +835 667 — 40 738 



1445 088 1445 088 749 574 

— 749 574 ^ 


3Kan ift Störungen beim Sfted^nen weniger aufgefegt, menn man 
bie geba(ä^ten S^W^ (öud^ leife) ju fpred^en fid§ entmöl^nt. 

SBeim Sopfred&nen ift e« vorteilhaft, mit ben p duften QttUtn 
anjufangen; j. S. 37 + 24 = 57 + 4 = 61, 74 — 38 = 44 — 8 
= 36. ©tatt 96 ju abbieren, abbiert man 100 unb fubtra^iert von ber 
©umme 4. ©tatt 95 ju fubtral&ieren, fubtral^iert man 100 unb abbiert 
iur S)ifferenj 5, u. f. xo. 

§. 2. 3Äultiplifation. 

!♦ eine S(^^ «lit einer anbem multiplicieren l&eifet bie erftere 
fot)ielmal al3 ©lieb einer ©umme fefeen, als bie itoeite angiebt. 3Ran 
bejeid^net bie ©umme 7 + 7+7 mit 7 . 3 ober 7x3 unb lieft 
„7 multipliciert mit 3", ober au^ „7 mal 3" (eigentlid^ 3mal 7). S)ie 
3a^l 21 l^eigt ba« 5ßrobu!t bergal^len 7 unb 3, von benen jene ber 
SDlultiplifanbu«, biefe ber SWultiplitator genannt mirb. 

2. SWultiplüanbu« unb 3Jlultiplif ator f önnen ol^ne SSeränberung be« 
^Probutt« t)ertaufd^t werben unb l^eifeen galtoren beS 5ßrobuft«. ®S ift 

7.3 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 3.7 

+ 1+1+1+1+1+1+1 
+ 1 + 1+1 + 1 + 1 + 1 + 1 



§. 2. aRuftipUfation. 5 

weil 3 Sftell^ett üon je 7 ßin^etten, von ber ©elte bettad^tet, 7 Slleil^ett 
üott je 3 einigelten bilben. @benfo finbet man 6x7x3 = 6x3 
X 7, inbem man 6 ftatt l fe|ti 

S)ie Drbnung ber gaftoren ift beliebig. Xa^tx 5 x 25 x 125 

X2X4X8 = 5x2x25X4x125x8 = 10 X 100 
X 1000 = 1000 000, 25 X 36 = 25 X 4 X 9 = 100 X 9 = 900 

u. f. f. Statt mit 42 ju multiplicieten, fann man mit 7 multiplicieren 
unb ba« ^ßrobuft mit 6, u. f. f. 

3» S)et 3Kultiplifator fann nur eine unbenannte gal^l fein, weil 
er bie gleid^en ©lieber jäl^lt, beren Summe ba« 5ßrobuft iji; j. 95. 
7 %^x. X 5 = 7 X 5 b. i. 35 ^Ix. S)aS 5ßrobu!t ift mit bem 
SKuItiplifanbu^ gleid^benannt. 

5ßra!tif(3&e Semerfungen. Sei mel^rfteUigen Sa\)Un beginnt 
man entraeber mit ber legten ©teile be« SDluUiplilatorÄ, ober beffer*) 
mit feiner ^(Sften ju multipUcierenr na(ä^bem man biefelbe feft in ben 
Sinn genommen. 



7536*. 


26847 


7536 . 26847 


52752 




15072 


30144 




45216 


60288 




60288 


45216 




30144 


15072 




52752 



202318992 202318992 

aWan nimmt nad^einanber 6X7 ©iner, 3x7 S^ljtier, 5x7 
^unberte, 7x7 SCaufenbe u. f. f., ober 6x2 gel^ntaufenbe, 3x2 
^unberttaufenbe, 5x2 3RiUionen u. f. f., ol^ne UmjleUungen in ©e** 
banfen jujulaffen. 

3ur einilbung ift bie 5ßrobe mefentUd^: 

26847 X 7536 

187929 
134235 
80541 
161082 



202318992 

5Da^ 5Probu!t einer 5fteIIigen S^i^l mit einer 4fteIIigen 3^1)1 l^at 
5 + 4 b. i. 9 ober 8 ©tetten, meil 10 000 x 1000 = 10 000 000, 
unb 99 999x9999 weniger aU 100 000 x 10 000 b. i. lOOOOOOOOO 
u. f. f. 

Sei brei ga!toren !ann man jur Übung htn erften mit bem iwei* 
ten multiplicieren, baS 5jSrobuft mit bem britten; bann ben erjlen mit 



*) Um ber in §.18 öejelgten 5lBIür jungen willen. 
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bem btitten, unb ba« ^Probult mit bem jtoeitett; bann ben jtoeiten mit 
bem britten, unb boS 5ßtobuft mit bem etften. S^t^^*«^^^'^ ^wfe biefelbe 
3a]^l gefunbett merben. 

Statt bie ©umme ober S)ifferenj jweiet ^o:f)kn iu multipUcieren, 
lattn man bie ©lieber einzeln multiplicieren unb bie^robufte abbieren 
ober fubtral^ieren, u. j. f. 

S3eim Äopfred^nen fängt man mit ber pd^ften ©teile be8 SWuIti«' 
plilanbu« an; j. S. 365 x 7 = 2100, + 420 b. i. 2520, + 35 b. i. 
2555. SWan flnbet 

48 X 17 == 50 X 17 b. i. 850, — 2 X 17 = 816 

48 X 5 = 24 X 10 = 240 

48 X 25 = 12 X 100 = 1200 

48 X 15 = 240 X 3 = 720 

48 X 75 = 1200 X 3 = 3600, U. f. XO. 

§. 3. 2)it)ifion* 

!• 6ine Si^l burd^ eine anbere bit)ibieren l&eifet bie S<^i)l an- 
geben, toeld^e mit ber jroeiten ein ^Probult giebt, baä ber erften gleid^»* 
fommt. aJian bejeid^net 35 : 7 unb lieji „35 burd^ 7 bioibiert, ober 

7 in 35". S)ie8 giebt 5, meil 5 x 7 ober 7 x 5 = 35. S)ie 3al^l 

5 l^eifet ber Duotient ber S<^W^ 35 unb 7, oon benen jene ber 
S)it)ibenbu8, biefe ber S)it)ifor genannt mirb. 

S)er Quotient ift alfo bie S^^^t meldte mit bem ©iüifor multipliciert, 
ober mit meld^er ber 2)it)ifor multipliciert ben SJioibenbu« giebt. Sllfo: 

Quotient xS)it)ifor = S)it)ibenbu2. 

2. ©ntmeber ift ber S)ioifor unbenannt, unb ber Quotient ber 
fooielte SC eil be3 ©ioibenbu« als ber S)it)ifor angiebt, 

ober ber S)ioifor ift mit bem S)it)ibenbu2 gleid^benannt, 
unb ber Quotient ba« SSerpltniä be^ ©ioibenbu^ jum 3)it)ifor, 
b. I&. er giebt an, wievielmal ber ©ioifor im S)ioibenbu5 entl^alten, 
roieoielmal fo grofe ber S)iüibenbu3 ift al^ ber Sioifor. ' 

3. ». 35 : 7 = 5 b. ]&. 5 ift ber 7te SCeil oon 35, 7 in 35 ift 
5mal entl^alten, 35 ift 5mal fo gro6 al« 7. 

35 SE^lr. : 7 Stljlr. = 5 b. I&. ba« SSerpltni« von 35 Sö^alern 
ju 7 ^^alem ift 5, 7 Ül^aler fitjb in 35 3;]^alern 5mal enti^alten, 35 
X^aler ift 5mal fooiel al« 7 3;^aler. 

S)a« SSerpltni« von 36 St^alern ju 9 X^alem, oon 36 5ßfunb ju 
9 5ßfunb, oon 36 gufe ju 9 gufe u. f. to. ifl ba^ SSer^ältni« t)on 36 
ju 9 b. l 4. SDenn ba 9 x 4 = 36, fo finb 9 2;^lr. x 4 = 36 2;^lr., 

9 5ßfb. X 4 = 36 5Pfb., 9' X 4 = 36' U. f. m. 



§. 3. a)ioifion. 7 

3* SBettti bet ©tolbenbu« nld^t eltt SBielf a(Se8 t)om SJioifor Ift, 
fo gel^t bie »itjiflott nid^t auf, unb e« bleibt eüi SRefl; ber 
Duotient fättt pif(|cn jwel aufelnanbet folgenbe natilrlid&e Bal^len 
unb fann nur mit ^ilfe eine« SBrud&e« angcgebett toetben. 

56 : 7 = 8, weil 56 = 7 x 8, ein SSielfad&e« t)on 7. 
91 : 7 = 13, weil 91 = 7 X 13, *» * ^ ^ 

23 : 7 iji mel^r ote 3 unb weniger al« 4, weil 7 x 3 = 21 unb 
7 X 4 = 28. ©ie »ifferenj 2 jroifd^en 23 unb 21, weld&e ein SRejl 
l^eifet, fott aud^ bur(§ 7 bioibiert werben. SRun ifl l : 7 ber 7te 2;eil 
Don 1, roel(]&er | bejcid^net unb l Siebentel gelefen wirb, gemer 
ift 2:7 ber 7te Steil t)on 2, mitl^in 2mal fo grofe atö ber 7te S;eil 
Don 1, alfo = f (2 Siebentel). S)a^er ifl 23 ; 7 = 3f b. I&. ber 
7te Seil t)on 23 ijl 3|, baä SSerpitni« i)on 23 ju 7 ifl 3|. S)ie 
Ktnfilid^en äluSbrade 

23 ift 3|mal fo groß al« 7, 7 ift 3fmal in 23 enthalten, 

23 ijl boÄ 3f fadSie oon 7, 7 iji ber 3fte Seil oon 23, 

werben beim 9le(Snen mit 3Sorteil angewenbet. 

2)ie B^^len |, f , . . l^eigen Srüd^e, bie obere S^i'&l ber 3ö^ler 
(er ja^lt bie a;eile), bie untere ber SRenner be8 S3rud&eÄ (er be»» 
nennt bie Sieile). SWit SSorbe^alt ber Sfted^nung fann man 5317: 
683 = ^a fe^en, unb bie »ejei(]^nungen 5317 : 683 unb W/ ^l« 
gleid&bebeutenb gebraud&en. 

4* 3Jt ^itt 53ru(^ neben ber ganjen 3ö^l t>^* Quotienten unbe*- 
träd^tlii]^ ober unjulaf jig (bei Qnbioibuen), fo ad^tet man i^n für l ober 
für 0, je nad^bem ber W^^"^ l>i^ Hälfte be« Slenner« unb ber Srud^ 
ben aBert \ überjieigt ober nid^t. 39 : 11 iji genauer 4 atö 3, weil 
39 nä^er ^xi 44 atö an 33 liegt, ober ber Sfteji 6 mel&r al« bie §älfte 
oon 1 1 beträgt, dagegen ift 43 : 8 genauer 5 atö 6. 

3. a um ben ®urd&fd^nitt (ba^ ariti^metifd&e SKittel, 
einen Sfläl^erunggwert) gegebener SBerte ju bered^nen, bioibiert man 
ii^re Summe burd^ i§re älnjal^l; ber Quotient wirb atö ^ä^erungd^ 
wert ol^ne S3rud^ angegeben, j. 3). 

4726 
4754 
4698 

18897:4 
4724 

Sllfo iji 4724 ber S)urd5fd&nitt8wert ber gegebenen S^l&lem 
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^raftif (ä&e Senterfungcn. S^t: ©inübung ifi bie 5ptobe toefent^ 
Ud&, bafe man ben äQuotientett mit bem 3)bifor multlpliciett, um ben 
S)ioibettbtt« hiebet ju erl^alten; j. 33. 

253 827 : 385 = 659^1 659 Hf . 38^ 

231 



22 82 
19 25 


3 577 
3 465 



197 


7 


52 72 


3 


295 




112 



253 827 
112 

Um ble^uttberte beä Quotienten ju finben, überlegt man, bafe 
385 in 2538 §unbett nal^e fomelmal entl^alten ift, al& 3 ^unbett in 
25 ^unbert, ober ndl&et fouielmal, al^ 4 ^unbert in 25 ^unbett (weil 
385 nä^et 400 al8 300), ober al^ 4 in 25 u. f. f. S)ie Quotienten 
finb bei permel&rtem S)it)ifor etmaS ju oergröfeern, j. 33. 4 in 35 mürbe 
9mal genommen. 

Sei ber 5ßrobe giebt ber 385te 2;eil von 112 385mal genommen 
ba^ ®anje 112. 

@nbigt ber 3)it)ifor mit flutten, fo lann man biefelben mäl^renb 
ber Sfted&nung mit ebenfo t)iel ©teilen am ©nbe beg S)ioibenbug unbe^ 
ad&tet laffen; j. S5. 

327 456 ; 6400 = 3274,56 : 64,00 = 51^^^ 

320 
74 
64 
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327 400 : 6400 = 3274 : 64, benn 64 ©unbert finb in 3274 ^unbert 
fooielmal enthalten, als 64 in 3274. 

©tatt burc^ 15 ju bit)ibieren, fann man ben 5ten 2;eil bnxä) 3 
bioibieren. ©tatt buri^ 25 ju bitjibieren, fann man baS 4fa(^e buxä) 
100 bioibieren, u. f. m. 

Um burd& 4 ju bioibieren, bead^tet man, pifd^en meldten ber S^^^" 
len 40, 80, 120, 160, 200, 240, 280, . . ber ©ioibenbu« liegt, u. f. m. 

§. 4. Sied^nung mit mel^rfa^ benannten ßal^Ien. 

1* 3ur SSermeibung ber Srüd^e l^at man bie oerfd^iebenen SUlafe^ 
einl^eiten eingeteilt unb beftimmten a;eilen berfelben befonbere Slamen 
gegeben. S)ie gröfeeren SKafeeini^eiten bienen jur leid^teren äuffaRung 
großer SRengen fleinerer ©inl^eiten. 



§. 4. 3Äel^rfa(§ Benannte Saluten. 9 

©elbeinlieiten: 

3JlarI = i 3;^aler (100) Pfennig. 30 2;^alet enthalten l 5ßfunb Sil- 
ber, 1395 3Rarf enthalten 1 $futtb @olb. 
graue (100) ©etttitne. ^anc = 20 @ou3. 
Sbre ©terltitg (20) ©^itting (12) ^tmr). ®uittee = 21 @p. 

3al)lein]&etten: 
®ro6 (12) SDufeenb (12) ©tüd 
©d^od (4) SRattbel (15) ©tüdf. 

»aaett (10) mtS (20) «u(^ {^^ ^?udM «öSen. 

Seiteinl^eiten: 
3;ag (24M ©tuttbe (60') SRinute (60'0 ©elunbe. 
Sa^r (12) 3Ronat (30) Sag, bei gefd&äftlid&en afted^nungen. 

Sängeneinl^eiteTt: 



^ntt jj^ij m {{qI} 3oa jJJ!!!| Sinie. 



S)ie obere ©inteilung ift nai^ bem ®uobecimalft)ftem, bie untere 
nad^ bem ©ecimalj'tiftem burd^gefül^rt. 
Kilometer (1000) aJteter (100) Zentimeter (10) 3RilIimeter. 2lbfürjungen: 

km, m, cm, mm. 

3Keile (2000^) SlUte. 3KeiIe = 7500 3Reter. eile (24) 3oB. 

aSinfeleinl^eiteu: 
©eftredter SBiufel (20 md&ter SBiufel (90^) @rab (6O0 3Minute (60") 
©efunbe. 

gläd&eueinlÖ^iten: 

®en)öl^uli(ä^ Ouabrateiul^eiteu, b. l^. Ouabrate, bereu Seiten Sängen* 
eiul^eiten [inb, j. S3. Guabratfufe, ein Cluabrat, beffen ©eite ein gufe ift. 

^^' Sott ^at, fo l^at 1 Quabratfufe (GO 



2öeun ein gufe 



{ 



12 X 12 . . 144 
10 X 10 100 
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OuabratjoB (□") u. f. u). 

gelbmafee: 3Korgen (180 D^tuten), SKre (100 D^Jleter). Sldfer, 
©d&effel SluSfaat, u. bgl. 3lblürjungen: a, qm, u. f. w. 

Sftaumeinl^eiteu: 

©eujö^nlidö Äubif einleiten, b. 1^. SÖBürf el, bereu Äanten Sängeuein^ 
fieiten unb bereu ©eiten folglii^ Duabrateinl^eiteu finb, }. S5. Äubif*» 
fufe, ein aSürfel (Äubu8), beffen Äaute ein gufe iji. 
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2Bentt l m {}j| So« W, fo l^at 1 Äubüfufe [ 



12 X 12 X 12 
10 X 10 X 10 

b. i. ^QQQJ Äubiljoa it f. to. 

Süt glüfftgfeiten: 
gubcr (4) Dfl&oft (H) Dbm (2) (Simer (2) änler (30) Cluart 
gafe. 3;ottne. Äanne. Äubifmetet (1000) Siter; cbm, I. 

gilt ©ettetbe: 
2Bifpel (2) 3RaIter (12) @(§effel (4) viertel (4) SWefeett. @(|effel = 

50 Sitcr. 

gär fejie ftörpet j. S. igolj: Älafter. Stere (fiublfmeter). 

©eroid^t^einl^eitett: 
©entnet (HO) 5Pfunb (32) Sot (4) Ouentd^en. (Sentner (5) Stein, 
eentner (lOO) ^funb (30) Sot (10) Duent (10) ©ent 
matt (16 Sot). Äarat (| Sot). 
Uttje (8) ©rad^tne = duentd^en (60) ©ran. 
Kilogramm (1000) ©ramm (lOOO) aßiUlgramm. 5ßfunb (i Äilogramm). 

a;onne (lOOO Äilogtantni): kg, g, mg, t. 

2. @ine 5ßteiÄangabe in S^i^alem, ©tofd^en unb ^Pfennigen, eine 
Sängenangabe in %n% S^U unb Sinien, eine ©eroid^tSangabe in Sent* 
nern, 5Pfunb unb Sot u. f. xo. l^eifet eine mel^tf ad& benannte SäI^I 
aWan fann bie l^ö^eren ©inl^eiten burd& aRultiplilation in niebere vtx^ 
wanbeln (refolDieren), unb bie nieberen @inl&eiten burd^ S)loifion in 
l&ö^ete (rebucieren); j. S5. %J)altx werben in ©ilbergrofi^en vtxman'^ 
belt, inbem man fie mit 30 multipUciert, 25 23&aler = 25 x 30 b. i. 
750 ®gr. ^Pfennige werben in ©ilbergrofd^en oermanbelt, inbem man 
pe burd^ 12 bioibiert, 319 5pf. = 319 : 12 b. i. 26^ ©gr. = 26 @gr. 
7 5Pf. 

3. 3Wan red^net mit mel^rfad^ benannten S^^W^ ^<^^ benfelben 
Siegeln, wie mit mel^rfteHigen 3^^!^«, meldte au^ ©inem, 3^^tiem, 
^unberten u. f. f. befleißen. SKbbition, ©ubtraftion, 3Wultiplilation 
mel^rfad^ benannter ^o^Un beginnt man bei ben nieberen ©inl&eiten, 
S)it)ifion bei ben pl^eren. Slucb fann maa anfangs refofoieren, mit ben 
nieberen ©inl^eiten bie verlangte Sfted^nung t)ome]^men unb bie gefunbene 
3al^l rebucieren. 

Um ^ %\)lx. aufjulöfen, bered&net man ben 7ten 3;eil t)on 5 %^lx. 
ober 150 @gr. unb erhält 21^ @gr. ebenfo ifl ^ ©gr. ber 7te Xeil von 
3 ©gr. ober 36 «ßf. = 5| ^f. Sllfo iji | %^lx. = 21 ©gr. 5+ 5ßf. 

Um baS aSerpltni« 25 ®tr. 106 gJfb. :3 Str. 78 5ßfb. ju be* 
red^nen, t)ern)anbelt man beibe ©ewid^te in 5ßfunb. ^tun finb 408 $fb. 



§. 5. Proportionalität. 11 

in 2856 5ßfb. fot)ieInial entl^alten als 408 in 2856, nämlid^ 7tnal 
aifo ifl 7 bo« gefud&tc SSetpltniÄ, b. 1^. 3 6tr. 78 ^fb. finb in 25 ©tr. 
106 5ßfb. 7mal enthalten. 

S)te einfädle B^ltted^nung fu(ä^t entweber au« jiüel Slertninett 
(®po(ä&ett) bie S^W^^ijeit, ober au8 einem Slermtn unb ber Swif(ä^en=: 
jeit ben anbetn 2;ermin. 

a. SBie lang ift bie Seit t)on 1818 ben 29. DItbr. bl8 1832 Un 
17. 3Wärj? aSom 29. Dftbr. 1818 bi« 1819 fmb 64 2;age, von 1819 
bi« 1832 finb 13 Sa^re, unb bi« jum 17. 3Rärj 76 Xage, alfo über* 
l^aupt 13 3a^re 140 a;age t)erfloffen. 

SBie lang ift bie Seit von 1815 itn 12. ÜRai big 1837 ben 
7. Sept.? aJon 12. ajlai bi« 7. Sept. 1815 pnb 118 S;age unb bi« 
7. ©ept. 1837 nod^ 22 Sahire t)erfloffen. 

b. SBeld^e« S)atum ift 13 ^a^re 216 Xage nad& bem 21. 3uni 
1820? 194 a;age nad^ bem 21. Quni ift ber 1. Qan. 1821, bie übrigen 
22 Xage unb 13 Saläre fpäter Ift ber 23. San. 1834. 

c. mi6)tS S)atum ift^56 Saläre 86 5Cage vox bem 7. ÜRärj 1844? 
67 SCage vox bem 7. 3Kärj 1844 ift ber lefete »ec- 1843, bie übrigen 
19 '5;age unb 56 3al^re früher ift ber 12. S)ec. 1787. 

SEBentger genau löft man biefe Slufgaben, wenn man baS Sal^r ju 
12 aJlonaten unb ben SDionat ju 30 2;agen annimmt. 

§. 5. ^Proportionalität von ©rö^en*). 

1* 6ine ©röfee l^ei^t ab 1^ angig von einer anbern ©röfee, xotnn 
eine SKnberung ber le^tern eine tnberung ber erftem jur ^Jolge f)at 
3- 85. bie Sänge eine« 3JletaUftabeÄ ift abhängig von ber SCemperatur, 
weil eine Sitnberung ber 2;emperatur eine aSerlängerung ober SSerfürjung 
be« Stabe« nad^ fid^ jiel^t; ber ^prei« einer aSare ijl abl^ängig von 
iifxtx aRenge, @ttte, Seltenheit, von ber 3lad^frage u. f. xo. 

2. eine ©röfee l&eifet einer anbern ®rö^e proportional, menn 
fie oon i^r fo ab^ngt, bafe fie, wä^renb bie anbere mel&rmal fo grofe 
mirb, ebenfooielmal fo gro^ wirb. 

2)er ^rei« einer SBare ift in fielen gäHen il^rem ©eroid^t pro«» 
portional b. 1^. 

5 $fb. fojien 5mal fooiel al« 1 5Pfb. 
1 5pfb. !ojiet ben 7ten Seil fooiel al8 7 5ßfb. 
3lu«nalÖmen bilben bie 5preife von ®belfteinen, ®la«fd&eiben, 3lu|'' 
l&öljern u. bgl. 



♦) SScrgl. im 3tctt »udjc §. 2. 
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S)ie ätrbett ift ber Ätaft proportional b. 1^. 

8 Slrbeiter leijtcn 8mal fooiel alg l Slrbeiter, 

1 Slrbeiter leiftet ben 4ten Seil fooiel ate 4 Slrbeiter. 

S)ie Sin\m finb bem Kapital proportional b. ^. 
19 SC^lr. Äapital geben l9mal fooiel Sinfen al8 l Xl&lr. Aap., 
1 5E:^lr. Aap. giebt ben lOOten Seil fooiel Binfen al8 100 2;^lr. Aap. 

3» (Sine (Srö^e l^eifet einer anbern ©röfee umgelel^rt (in«' 
bireft) proportional, wenn fie, wä^renb bie anbere mel^rmal fo 
groß wirb, ben ebenfooielten SIeil fo grofe wirb. 

Sei einer Slrbeit i)l bie 3eit ber firaft umgefe^rt proportional b. Ij. 
4 Slrbeiter braud^en ben 4ten Seil fooiel*) 3eit al& l Slrb., 
1 Slrbeiter brautet ömal fooiel 3^it ßtö 5 Slrb. 

Söei gegebener gläd^e iji bie Sreite eines SHed^tedg ber Sänge um^ 
gefeiert proportional, b. 1^. man brandet 

bei 60 ^ug Sänge ben 60ten Seil fooiel »reite al« bei 1 gufe Sänge, 
bei 1 gufe Sänge 50mal fooiel Sreite al3 bei 50 gufe Sänge. 

3Wit einem Vorrat reid^en 

9 $IJlann ben 9ten Seil fo lange als l SWann, 
1 5IBann 7mal fo lange als 7 3Wann. 

gür einen gewiffen 5ßreiS f(§afft man 

3 etr. ben 3ten Seil fo meit ate 1 ©tr., 
1 etr. 5mal fo weit al8 5 Str. 

@ine gefpannte ©aite ober bie Suft in einer Orgelpfeife fd^wingt 
in beftimmter ^dt 

bei 3 gu§ Sänge ben 3ten Seil fo oft ate bei 1 gufe Sänge, 
bei 1 gu6 Sänge 2mal fo oft ate bei 2 gufe Sänge. 

4» @ine ©röfee l&eifet bem Ciuabrat ober ÄubuS einer anbern 
©röfee proportional, wenn fie, mäl^renb bie anbere 2, 3, 4, . .mal 
fo grofe mirb, 2.2, 3.3, 4.4, . . mal fo groß, ober 2.2.2, 3.3.3, 4.4.4, 
. . mal fo groß mirb. 

(Sine ©röfee Ipeifet bemOuabrat einer anbern ©röfee umgelel^^t 
proportional, menn fie, wä^renb bie anbere 2, 3, 4, . . mal fo groß 
mirb, ben 2.2ten, 3.3ten, 4.4ten, . . Seil fo groß mirb. 

S)er 5(JreiS eines SDiamanten ift bem Duabrat feine« ©emid&tS pro- 
portional, b. J). ber Diamant loftet 
. 3 Äarat fd^mer 3.3mal fooiel ate 1 Äarat fd^roer, 
1 Äarat fd^mer ben 2.2ten Seil fooiel ate 2 Äarat fd^mer. 



') 2Äan fagt Beffer: „ben 4ten %e\l foöiel", al3 „Amol tDcniger". 
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Sei einem freigelaffenen Äörpet ift bie g^atttiefe bem Duabrat ber 
gattjeit proportional, b. I&. ber Äörper fällt 

in 4 ©elunben lömal fo tief atö in l Sei., 

in 1 ©elunbe ben 9ten SCeil fo tief al« in 3 ©ef. 

S)ie Quabratfläd^e ift bem Duabrat ber ©eite, bie Ärei^fläd^e unb 
bie Äugelfläd^e bem Cluabrat bei^ Stabiuä proportional. 

®er SBürfelin^alt ift bem Äubu« ber Äante, ber Äugelinl&alt bem 
Äubu« be« SRabiu« proportional, b. J). ber SBürfel ift 
bei 3 g^u§ Äante 27mal fo gro§ al« bei 1 gufe Äante, 
bei 1 gufe Äante ben 64ten S;eil fo grofe als bei 4 gufe Sante. 

3)ie S3eleud&tung einer Keinen gläd^e ift htm Duabrat be« ißid^t- 
abftanbe« umgelel^rt proportional, b. ^. fte ift 
4 guB oom £i(it ben 4.4ten SCeil fo grofe al« l guß t)om Sid^t, 
1 gu^ oom Sid^t 9mal fo gro^ al« 3 gug oom ßid&t. 

S)a« ©ewid^t eine« Äörper« ift bem Duabrat be« Slbftanbe« oom 
©rbcentrum umgefel^rt proportional. S5ie 5ßenbellänge ift bem Duabrat 
ber Slnjal^l ber ©4toittgungen, weld^e ba« ^JSenbel in gegebener S^xt 
maci^t, umgefel^rt proportional. 

§. 6. Siegel be tri. 

Sffienn einer ©röfee (A) eine anbere ©röfee (B) proportional ift, unb 
ein 5ßaar jufammengeprige SBerte ber ©röfeen gegeben ftnb, fo läfet ftd^ 
für jeben SBert ber einen (A) ber entfpred&enbe SEBert ber anbern (B) 
ßered^nen. S)ie Slnleitung ju biefer Sereii^nung l&eifet Siegel be tri 

1* 2lufgabe: SQBenn man für 9 2;^lr. 7 5pfb. einer SBare er* 
l&ält, w)iet)iel loften 13 $fb.? 

SWan bilbet nad^ ber %xaQt bie t)orläufige Slntmort fo, bafe 
bie gefud&te ©röfee ben ©d&lufe mad&t: 

13 5ßfb. loften irgenb n)iet)iel 2;^ater. 1 

i 

S)ie^tn ©afee rottb aui? bet SHufgabe ber Dberfa| nac^gcbilbet: 

7 5Pfb. loften 9 a;^alet. ^' 

3)ttrd^ ben ein^eitöfii&lufe ,1 $fb. fofiet ben 7ten Seil fooiel al3 1 

7 «Pfb." (§. 5) erhält man ben a»ittelfa|: 

1 5ßfb. fofiet 9 ^aUx : 7 

obet tote man aud^ bejei^nen {ann (§. 3, 3) 

1 «ßfb. lopet ^-^^ („9 'X^lv. burc^ 7, ober f %^lx."). 
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S)cr SMe^r^eiöfd^lufe „13 5ßfb. foften I3mal footel al8 l $fb." (§. 5) 
forbert; ben Tten 3:eil t)on 9 "mx. I3mal iu nel&Tnen, b. i. ben 7ten 
a;eil t)Ott 9 X 13 X^lr. ©0 erplt man ben ©döluMafe: 

13 5Pfb. foften Q ^^^^^ X ^^ (^^9 2:^1^. mal 13, burd& 7"). 

S)le nun üotjunel^menbe 3lu*red&nung 9 x 13 = 117 unb 117 : 7 = 
16^ ctgtebt bie gefuiä&te Slntwott: 

13 ?ßfb. fofien 16^ 2;§lt. 

3. 3ft tn ber x)orläuftgen Slntroott bie gegebene ©röfee eine nteJ^r«* 
fad^ benannte S^^l ^ber anber« benannt als bie gleid&artige ©röfee ber 
Slufgabe, fo bringe man vox S3tlbung ber ©ä|e betbe auf gleid&e Se«* 
nennung. 

SEBenn man für 9 %^lx. 17 ©gr. 7 ^fb. 12 Sot erplt, mieüiel 
foften 13 5ßfb. 4 Sot? ©tatt 13 5ßfb. 4 Sot ^at man 420 Sot, unb 
ftatt 7 5ßfb. 12 Sot l^at man 236 Sot ju nehmen. S)ann t)erfä^rt 
man rote oben. Sei ber 2lu8red&nung fann man aud^ 9 %^lx. 17 ©gr. 
in ©gr. t)erroanbeln, roaS iebod^ nid^t notroenbig ift. (SSergl. §. 4.) 

SEBenn man für 9 %i)lx. 17 ©gr. 7 $fb. erhält, roiemel foften 
24 Sot? ©tatt 7 spfb. fü^rt man 224 Sot ein, u. f. ro. 

3* Aufgabe: SBie lange braud^en 28 älrbeiter ju einem SBerfe, 
meldte« 16 Slrbeiter in 15 SBod^en DoHenben? 

Slufiöfung: 16 Slrbeiter braui^en 15 SBod&en 

1 ^ brandet 15 SB. x 16 (I6mal fooiel) 

28 ^ ^^^^-^ 0>^^ 28ten 3:eil foulel) 

2lu«red^nung: 15 x 16 

240 : 28 = 8 SB. d^ Stage, bie SlrbeitSrood^e ju 
224 6 S;agen gered^net 

16X6 

96 

84 



12 

Slntroort: 28 Slrbeiter br andren 8 SBod^en 3|f 2:age. 

4» ^n tjielen gdHen giebt man an, roiex)iel ®inl^eiten einer ©röfee 
100 @inl&eiten einer anbem ©rö^e entfpred&en, unb nennt jene Slnjal&len 
^Procente (beseid^net %). 

ein Kapital trägt 4 $roc. ginfen l^eifet: 100 %^lx. Kapital tragen 
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in 1 3al^r (12 2Rottatert, 360 2;aflen) 4 %^lx. Sinfeti. SBerben bie Sinfen 
nid^t auSgejal^lt (aber aud^ ni($t Derjinft), f o toäd^ft hai Kapital, unb ixoat 

auÄ 100 Xllt. werben in l Sal^r 104 5£^lr. 
^ *» ^ ^ ^ 2 *• 108 «• u. f. f. 

®n SBBalb wäd^ft iäl&rlid& um 1 5ßroc. ^.: au« 100 Älaftern wer^ 
ben in 1 Sal&r lOl, in 2 Sauren 102 u. f. f. 

(Sine ?fte(^nunfl wirb mit 4 $roc. Slabatt bejai^lt f).: für lOO %f)lx. 
aUed&nung werben 96 a;i^lr. bar bejal^It 

@ine ©elbfumme mirb mit 5 ^roc. jährigem Siafonto auSgejal^lt 
1^.: 100 2:i^lr. in l ^al^r fättig werben jogleidö mit 95 bejal^lt. Seim 
SRabatt unb S)i8lonto von 4 auf §unbert werben 104 2:i^Ir. mit lOO 
bejal^lt 

Soui«b'or3 geben 11 5Proc. Slgio ^.i 100 SC^lr. in SouiÄb'or« (ju 
5 a;§lr. ®olb) gelten lll 2:]^lr. Äurant. 

eine ©orte 5ßapiergelb pe^t 87 5ßroc. )&.: 100 Sldir. in biefem 
5ßapier gelten 87 Sil^lr. Äurant. 

3ln einer SBare werben 7 5ßroc. gewonnen 1^.: für 100 3;i^lr. ©in* 
laufggelb nimmt ber 9Ser!äufer 107 Zf)lx. ein. SBerben bagegen 3 5proc. 
oerloren, fo nimmt er für 100 a;^lr. ©inlaufagelb 97 S;^lr. ein. 

S5ei einem SJaCen ober gafe SBare finb 3 5ßroc. Sara ^.: 100 ^ßfb. 
beffelben (SBrutto) enthalten 97 $Pfb. SBare (5Retto). 

ätmofpl&ärifdöe Suft entbält bem Sftaum na(ä^ 21 $roc. ©auerjioff 
unb 79 5Proc. ©tidfloff ^.: 100 Sflaumeinbeiten berfelben befteben au« 
21 gtaumeinbeiten ©auerftoff unb 79 SRaumeinbeiten Stirffioff. 

Sllfobol von 80 5ßroc. b- eine SRifd&ung, t)on ber 100 Slaumein^ 
beiten 80 9taumeinbeiten Slllobol entbalten. 

Um ba« äSerbältni« von jwei ©rögen anzugeben, fagt man bi«^ 
weilen, bie erfte iji j. 83. um 36 ^roc. größer (ober Heiner) al« bie 
}weite, b. b- bie erfie entb&lt fooielmal 136 (ober 64) @inbeiten, al« 
bie {weite 100 @inbeiten ^at 

S)iefe (grU&rungen bienen jur S3ilbung ber Dberfd|e bei btn bierber 
gebörigen aufgaben, beren Söfung feine eigentümlid^e ©d^wierigfeit bat. 

§. 7. 5CeiIbarfcit ber S^^l^«*)- 

1* ®ie natürlid^en 3ablen finb teil« einfad^ (5ßrimjablen), 
teil« aSielfad^e Heinerer QaJfyUn (jufammengefe|t). ßine fiabl ifl 
burd^ eine anbere nur bann (obne 85rud^) teilbar, wenn fie au« ibr 
pfammengefefet, von ibr ein SSielfad&e« ift S)ie SSielfad^en von 2 



*) Sergl. im 2ten »ud^e §. 18. 
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I^eifeett gerabe, bieübriflen ungerabe3ctl&len. Die 5ptlmjal^lett fittb, 
mit 2lu3na^mc ber 2, fämtUiä^ ungerabe. 

Um eine SCabelle ber 5ßrimjal^lett ju bilben*), fd^teibt man bie un* 
geraben Sal^Ien 3, b, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, . . auf, ftreid&t 3x3 
b. i. 9 unb jebe barauf folgenbe 3te 3ci^l (bie SSielfaiä&en ber 3), bann 
5x5 b. l 25 unb iebe 5te ^afjl (bie ^ielfad^en ber 5), bann 7x7 
b. i. 49 unb iebe 7te QoH^l u. f. f. (bie Bereit« geftri(ä&enen S^^P^ti mit^ 
geifil^lt). S)ie ungeftrid&en übriggebliebenen ^aJjUn finb bie 5ßrimjal^len. 





3 


5 


7 


(9) 


11 


13 


(15) 


17 


19 


(21) 


23 


(25) 


(27) 


29 


31 


(33) 


(35) 


37 


(39) 


41 


43 


(45) 


47 


(49) 


(51) 


53 


(55) 


(57) 


59 


61 


(63) 


(65) 


67 


(69) 


71 


73 


(75) 


(77) 


79 


(81) 


83 


(85) 


(87) 


89 


(91) 


(93) 


(95) 


97 


(99) 


101 


103 


(105) 


107 


109 


(111) 


113 


(115) 


(117) 


(119) 


(121) 


(123) 


(125) 


127 


(129) 


131 


(133) 


(135) 


137 


139 



(141) (143) (145) (147) 149 U. f. n). 

Um vorteilhaft rei^nen ju fönnen, l^at man bie Sefd&affenl^eit ber 
fleinern 8aJ)kn, j. S3. big 150, fid^ einzuprägen. S)ie 5ßrimäal&len bar** 
unter finb außer 2, 3, 5, 7 folgenbe: 

11 13 17 19 



83 



89 



• 


23 . 29 


• • 


97 


• 


31 . 37 . 101 103 


107 109 


41 43 47 . . 113 


• • 


. DD . OV/ • • 


127 


61 . 67 . 131 


137 139 


71 73 . 79 


149 


V beti jufawmtettflefefeteit gal^lctt fittb su 


tnetfcit: 


51 3x17 98 


2x49 


121 


11X11 


52 4X13 102 


6x17 


123 


3X41 


57 


3X19 104 


8x13 


129 


3X43 


68 


4x17 111 


3x37 


133 


7x19 


76 


4X19 112 


7X16 


136 


8X17 


78 


6x13 114 


6x19 


138 


6X23 


87 


3X29 116 


4X29 


141 


3X47 


91 


7X13 117 


9x13 


143 


11x13 


92 


4x23 119 


7x17 


147 


3x49 



2. ©ine juf ammetjgef efete 3a^l lann al« ^robuf t t)on lauter 5Prim:= 
jaulen bargeftellt werben. Slu« biefer Sarftellung ber 3<iW erlennt 
man i^re ®it)iforen (im engern Sinne) b. ^. bie S^^l^ti, burd& 
weld^e fie teilbar ift, roeld^e in il&r aufgellen. 

*) ©ie6 bcä ©ratoftl^encS {xoaxivov, cribrum, 240 d. ©I^r.) nad^ ber SWit^ 
teilung von 9li!omat^u8 Arithm. I, 17. 
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105 = 21 X 5 == 3 X 5 X 7 
72 = 8X9 = 2X2x2x3x3 

S)enittad& ift 105 nut teilbar Hxä) bie Sßtttnja^len 3, 5, 7, unb 
Hxä) bie sufammengefefeten ^o^Un 3x5 b. i. 15, 3 x 7 b. i 2i, 

5 X 7 b. t. 35. 

72 l^at bie Simfoten 2, 2 x 2 b. i. 4, 2 x 2 x 2 b. i. 8, 

3, 3 X 3 b. t 9, 2 X 3 b. i 6, 2 X 9 b. i. 18, 4 X 3 b. i. 12, 
4 X 9 b. i. 36, 8 X 3 b. t. 24. 

Slud^ etlennt man au8 ber 3uf<itnntettfefeunfl: 
3 in 105 ijt 5 X 7 b. 1. 35mal entl^attett 



5 


P 


3x7 


<• 21 


7 


^ 


3x5 


= 15 


15 b. t. 3 X 5 


*» 


7 




21 * 3X7 


# 


5 




35 * 5x7 


s» 


3 





^ 



fi 



3[t eine S^i^l einjeln buriä^ 2 unb 3 teilbat, fo ift fte aud^ burd& 
2 X 3 b. i. 6 teilbar. 3ft eine 3a^l burd^ 6 unb 7 teilbar, fo ijl 
fie e« au(5 burd^ 6 x 7 b. i. 42. 

3fi bagegen eine S^i^l burd& 4 unb 6 teilbar, weld^e ben S)it)ifor 
2 gemein l^aben, fo fann man ni(ä^t bel^aupten, bafe fie burd^ 4x6 
b. l. 24 teilbar fei. 3. 35. 84 ift bur<S 4 unb buriä^ 6 teilbar, aber 
nid&t burd^ 4x6, fonbern nur burd^ 4x3. 

Um bie Sefd^affenl^eit einer 3ä^I JU unterfud^en, biolbiert man fie 
burd^ 2, 3, 5, 7 unb bie folgenben ^ßrimja^len bi« ju berjenigen, 
weld&e mit fid^ felbft multipliciert me^r ijl, al8 bie gegebene 3ä^I- 3- 33. 
193 ifl; nid&t burd^ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 teilbar. 17 x 17 = 289 
überfteigt bereit« 193; biefe 3al^l lann nid^t 2)ix)iforen ^aben, bie beibe 
größer als 17 mären, unb iji folglid^ eine 5ßrimja]&l. dagegen 



4680 : 2 — 2340 


4680 — 2 X 2340 


2340 : 2 = 1170 


2340 — 2 X 1170 


1170 : 2 — 585 


1170 — 2 X 585 


585 : 3 — 195 


585 == 3 X 195 


195 : 3 — 65 


195 — 3 X 65 




65 — 5 X 13 



4680 = 2x2x2x3x3x5x13 

3» SJafe eine 3aP burd& 2, 3, 5, . . . teilbar ift ober nid^t, oer^ 
mag man an ben Sfteften äu erJennen, meldte 10, 100, 1000, . . burd^ 
jene 3<^^l^ti bioibiert übrig laffen. 

a) eine Sal^l burd^ 2 ober 5 bioibiert giebt benfelben aieft, al« i^re 
lefete ©tette, i. ». 387 = 380 + 7. Sflun ift 10 burd^ 2 unb 5 teilbar, 
f olglid^ aud& 380, mitl^in ^ängt ber Sfteft nur oon ber legten ©tette 7 ab. 

©at^ct. I. 7. 5tufl. 2 
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b) ®me Sal^l buxä) 4 obet 25 btolbiert giebt benfelben SReji al« 
bte jtoeifiemge 3a^l, mit bet bie Sa^l enbigt, j. 33. 1852 = 1800 + 52. 
SRun ift 100 bur(i^ 4 unb 25 teilbar, folglid^ aud& 1800, mithin l^ättgt 
bet SReft nur t)on ben beiben leiten ©teilen 52 ab. 

c) (Sine 3al^l butd^ 3 ober 9 bioiblert giebt benfelben SReji al« l^re 
Querfumme, j. 83. 2837 = 2000 + 800 + 3a + 7. SRun giebt 
10, 100, 1000, . . . bur^ 3 ober 9 bioibiert ben Slejt l, alfo 20, 200, 
2000, ... ben 9left 2 u. f. f., mitl^in giebt bie obige 3al^l benfelben 
SReft als 7 + 3 + 8 + 2 b. l. 20, weld^e bie öuerfumme ober 
3ifFemfumme ber 3^101 i&eijjt. 

d) eine 3öl^l hvixä^ il bioibiert giebt benfelben SReji al8 bie ©untme 
ber iten, 3ten, 5ten, . . Qx^tx weniger bie Qumxm ber 2ten, 4ten, 
6ten, . . 3iff^^f ^ön red&t« nad^ linfö gejault. 

3. S3. 79 345 = 70 000 +300 +5 

+ 9000 + 40 

SRun giebt 100, 10 000, 1000 000, . . burd^ li bioibiert ben 3left 
1, wäl^renb bei 10, lOOO, 100 000, . . l fep (am Sluf gelten); folglid^ 
giebt 200, 20 000, 2000 000, . . ben SReft 2, mä^renb bei 20, 2000, 
200 000, ... 2 fep, u. f. f. Sllfo giebt bie obige QoH^l benfelben SReft 

afö 5 + 3 + 7 — 4 — 9 b. i. 2. 

849 023 giebt benfelben 9teft aia 3 + + 4 — 2 - 9 — 8, 
ober (inbem man 2 x li iulegt) al« 29 — 19, b. t. 10. S)ie 3a]^l 
iji burd& 11 teilbar, wenn jene ©ifferenj 0, ll, 22, . . beträgt. 

S)ie 2luffinbung ber SRefte einer S^^^ ^^i anbern S)toifionen j. 83. 
buriä^ 7, 13, 17, u. f. n). auf bem angejeigten SBege ifi weniger einfad^ 
unb beäl^alb praftifd^ weniger wid^tig. 3)afür aber, ba^ eine 3^1^^ 
^Primjal^l ift, giebt e2 lein einfädle« Äennjeid^en. 

4» Um ju unterfudöen, ob jroei gegebene 3<^^l^«/ beren 3ufammen*' 
fe|ung unbelannt ift, einen gemeinfd^aftli^en S)ioifor l^aben, 
fud^t man ben SReft ber gröfeern 30I&I in 85ejug auf bie Heinere, inbem 
man jene burd& biefe bit)ibiert, ben keji ber fleinern in Sejug auf ben 
vorigen SReji, ben SReji beä iten 9tefte2 in S3ejug auf ben 2ten, u. f. f. 
bis }um SRefi 0. 3ft ber t)orle|te SReft l, fo l^aben bie S<^Wn feinen 
von 1 üerfd^iebenen gemeinfd^aftlid^en 5Dioifor unb l^eifeen prim ju ein- 
anber (relatioe ^primja^len). SP ^ber ber oorle^te 9left oon l tjerfd^ie*» 
ben, fo ift er ber größte gemeinfd6aftlid&e S)it)ifor ber beiben gegebenen 
3a^len. 3. S3. 2812 unb 1292: 

2812 giebt in »ejug auf 1292 ben SReft 228 

1292 # - ^ - 228 - - 152 
228 ^ ^ # - 152 ** *• 76 
152 *» - *» ^ 76 *• ^ 



§. 7. Xtitbavlexi ber SaJ^lcn. 



19 



©d&ema: 2) 2812 

2584 

1) 228 
152 



76 



1292 (5 
1140 

152 (2 
152 







b. i 



SJal&er finb 2812 unb 1292 butd^ 76 teilbar. S)ettn 76 ßel&t auf 

in 152 alfo auä) in 152 + 76 " 

^ 228 X 5 b. i 1140 ^ *• *» 1140 + 152 

^ 1292 X 2 ^ 2584 ^ ^ ^ 2584 + 228 

3n ber a:ftat ift 

2812 : 76 = 37 1292 : 76 = 17 

228 76 



«» 



^ 



228 
1292 
2812 



532 
532 



532 
532 





eine ^af)l aber, weld^e in 2812 unb 1292 aufgel&t, gel^t au(Jö auf 

in 1292 X 2 b. i. 2584, unb in 2812 — 2584 b. i. 228 



- 228 X 5 ^ 1140, ^ ^ 1292 — 1140 

" ^ 228 — 152 

unb !ann btmm^ nid&t niel^r a\& 76 betragen. 

S3ei ben Sal^len 389 unb 143 ftU" 
bet man a\ä t)orle|ten Sfteft l. S)iefe 
gal^len l^aben alfo leinen gemeinf(3^aft** 
liiä^en S)iDifor, ber mel^r aü l ijl, unb 
finb prim ju einanber. 



2) 


389 


143 




286 


103 


2) 


103 


40 




80 


23 


1) 


23 


17 




17 


12 


1) 


6 


5 




5 


5 



152 
76 

(1 
(1 
(2 
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S)a6 man auf bem angezeigten SBege enblii^ ben 9leji flnben mufe, 
ergiebt fid^ barauÄ, bajs bie folgenben SRefie immer geringer werben. 

SHe größte gal^l, meldte in jeber von 3 gegebenen ^a^^n aufgellt, 
gel^t in bem größten gemeinfd^aftlid^en a)it)ifor eineä 5ßaare8 auf. SSe«* 
re(|net man alfo ben größten gemeinfiä&aftlid^en S)ioifor t)on 2 unter ben 
gegebenen S<^^Un, unb mieberum ben größten gemeinfd^aftlid&en S)it)ifor 
ber gefunbenen S^^ ^tth ber 3ten Sct^l, fo ift bie jule|t gefunbene S^lil 
ber größte gemeinfd^aftlid&e ©ioifor ber 3 gegebenen gal^len. U. f. m. 

5» Unter einem ©ioibuuä einer gal^l t)erfte]&t man ein SSiel** 
fa(§e3 berfelben (in mel^Sem bie gegebene 3<J^l aufgel&t). 2)er Ileinfte 
gemeinf(j&aftlid&e®it)ibuu8 von 2 relatioen 5ßrimjal^len ifi ii^r^ßro^ 
bult j. ». bie fleinjie 3a^l, in ber fowol^l 12 al« 35 aufgebt, ift 12 
X 35. S)er Ileinfte gemeinfd^aftlid&e 3)it)ibuuS ber gal^len 12 unb 27, 
beren größter gemeinfd^aftliiSer ffiioifor 3 ift, wirb gefunben, inbem man 

2* 
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12 mit bem 3ten SCeil Don 27 muUipllctett; 4 x 3 unb 9 x 3 ge^en 
in 12 X 9 auf. 

S)ie fleinpe 3al^l, toeld&e burd& jebe oon 3 gegebenen Sdliltn tdU 
hat ift, ift burd^ ben lleinfien gemelnf amen S)iDibuu3 eine«5ßaare8 teil^ 
bar. aOBenn man alfo ben fleinften gemeinfamen S)ix)ibun2 von 2 unter 
ben gegebenen Qa^tn beted&net, unb roieberum ben Ileinjien gemein*» 
famen 3)ioibuu3 ber gefunbenen S^^^ uttb ber 3ten Qal^l, fo l^at man 
ben fleinften gemeinfamen S)it)ibuu3 ber 3 gegebenen 3^l^^t. U. f. m. 

§. 8. aSon ben SSrüd^en. 

!♦ ein 85rud& ift ber Ouotient beiS QcäikxS burd^ ben 3(lenner; er 
entplt fooiel gleid^e Steile al« ber Sanier angiebt, beren fopiel auf 
eine ©ini^eit gelten, al& ber Srtenner angiebt, j. 85. ^ = 5 : 7 unb 
entplt 5 foldöe 2;eile,- beren 7 auf eine ©inl^eit gel&en (§. 3, 3). 

2* S)er Srud& l&eifet 

ed^t, menn ber S^^ler Heiner ate ber Sßertner, j. S3. ^ 
unei^t, # ^ ^ größer ^ ^ * " *• f 

ein SBrud^ mie j^, Vi V; • • -r beffen Sä^l^t bem Jlenner gleidö 
ober ein SSielfad&eiS beäfelben ift, wirb ein uneigentUd^er genannt, 
ein ed&ter S3rud& ift weniger als 1, ein uned&ter Srud^ ift mel&r als 
1, ein uneigentlid&er S3rud& ijl einer ganjen 3<J'&1 fll^ld^. 

ein uned^ter S3rud^ fann in eine ganje Qa^ unb einen ed&ten 8rud6 
(eine gemifd^te S^^'&O i^tlegt werben, eine gemifd^te 3<J^I tc^^T^ tn 
einen uned^ten S3ru(5 eingerid&tet werben. 3- 53. 

:^ = 347 : 36 = 9|f 28it 

324 84 

23 168 

19 

mmliä) 1 giebt U, 28 giebt ^^, 28it giebt ^^^H'^ ^^ eine 

gemifd^te 3ft^l ift wie eine mel^rfad^ benannte 3a^l anjufe^en, bo« 
einrid^ten entfprid^t bem SRefofoieren, ba« 3^rtegen bem Slebucleren 
(§. 4, 2). 

3* ein ©rud^ lann o^ne ^nberung feine« SBerte« anber« au«^ 
gebrüdft werben, wenn man bie 3;eile ber einl^eit, beren einen ober 
mehrere ber S3rud& entl^ält, wieberum einteilt; j. SB. 
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3 4 5 
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5 
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10 
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9 12 15 
15 20 25 

21 28 85 
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§. 8. «Ott ben S3rü(§en. 21 

tnbem man jeben bet 2, 3, 7 a;elle bet ©nl^eit In 2, 3, 4, 5, . . 
flleid^e Sielle teilt, woburd^ 3^51^^ unb SRcnner 2, 3, 4, 5, .. mal 
fo grofe werben. 

aRan lann alfo ben S^W^ unb ben SRenner eine« Studie« mit ber= 
fetten beliebigen S<^U multiplicieren, j. SB. 

^ 5X7 ^^ Jt5^ 

8 8X7 56 

8tel lönnen in l44tel üerwanbelt werben, weil 144 burd& 8 teilbar 
ift; man multipliciert ben Saldier unb ben 5Renner mit 144 : 8. SDagegen 
lönnen 8tel nid^t genau in I08tel oerwanbelt werben, weil 8 in 108 
nid^t aufgellt. 

Umgefel^rt fann man aud^ btnS&^l^x unb ben 5Renner eine* Srud^e« 
burd^ biefelbe beliebige Qafjl bit)ibieren, j. S. 

26 ^ 28 : 18 ^ 2^ 
65 65 : 13 ~ 5 

SBan filrit ben 2lu2brudf beä Srud^e«; inbem man feinen 3ö&l^^ 
unb SUenner burd^ einen gemeinfd^aftlid&en S)lt)ifor berfelben bioibiert. 
3ft ber S&W^ V^^vx jum SRenner (§. 7, 4), fo l^at ber Srud^ feinen 
elnfad&ften unb anfd^aulidöften SluSbrudE. 

S)a 1 gu6 = 12 3ott = 12 X 12 b. i. 144 Sinien, fo pnb 
1 3ott = tV %vi% 1 Sinie = ^ 3oa = y^ Sufe 
3 3ott = Ä ober i gufc 8 Sinien = t\ ober f 3ott 
7 3on 6 Sinien = 90 Sinien = A^ i>- i- f Sufe, u. f. w. 
i fann in I2tel näl^erung^weife t)erwanbelt werben, inbem man htu 
berfeitä mit 12 multipliciert unb (näl^erungSweife) burd^ 7 biüibiert: 

3Kan fann bie Umformung ber SBrfid^e aud^ burd^ bie Semerfung 
erläutern, bafe 7 x 9 in 5 x 9, wie 7 2;^lr. in 5 2;prn., ebenf oplel* 
mal enthalten ift, al« 7 in 5 (§. 3, 2), bafe folglich ^ = ^ iji. 

S)ie Umformung von Srüd^en burc^ S)it)ifion fommt befonberg bei 
ber SRultlplifation unb S)it)ifion ber 33rüd^e in Slnwenbung. 2)urd^ ge^^ 
l^örige SWultiplifation il^rer Slenner unb Saldier werben bie Srüd^e auf 
benfelben 5Renner gebrad&t, unb bamit jur aSergleidjung, fowie jur 2lb^ 
bition unb ©ubtraftion geeignet. 

§. 9. älbbition unb ©ubtraftion ber SBrüd^e* 

!♦ S3rüd^e von bemfelben SRenner werben abbiertober fubtra^ 
l&iert, inbem man bie ^&Wx abbiert ober fubtra^iert 3- S- f + f 

= ?-^ = ^, weil 2 SCeile + 3 5Ceile, bereu 7 auf eine Einheit 

gelten, 5 fold^e S;eile finb. 
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n + n 


9-4 K 

IT 11 TT 


= 6 




6f- 

fttttbenen 


-44 = 


if 


3)ittn fubttal&iett 4f »on 


5 unb abbiett bie 


9e 



2. Srild&e von t)etj(]&lebenen SRennetn roerben abbiett ober 
fubttal^tert, nad^bem fte auf benfelben SRennet gebtad^t worben (§. 8, 3). 

S)ie ajtüd^e f unb 4^ erl^alten beibe ben flennet 5 x 7 b. t. 35, 
tDenn man ben SKennet unb ben S^^Ut bei bem erften mit 7, bei bem 
jtDeiten mit 5 muUipliciett (§. 8, 3). S)ie jtatt bet Srü(j&e f unb | 
gefunbenen H ^^^ ü l^ötttten abbiert unb fubtral^iert werben. 

S)ie S3rä(|e tV wb i, n)ot)on ber Solenner 4 im SRenner 12 au^ 
gel^t, braud^en nid^t einen größeren SRenner a\& 12 ju erl&alten, meil 

A _ ^ - ^ ,^ _?_ 

4 ~ 4 . 3 12 

S)ie S3rüd|fe ^^ unb f , beren SRenner ben gemeinfd&aftUd&en S)it)l^ 
for 3 l^ftfi^ti, brau(|en ni(^t auf ben 9lenner 12 x 9, fonbern nur auf 
ben 5Renner 12 x 3 b. i. 36 gebrad^t ju werben, inbem man bei bem 
erften SSrud^ mit 36 : 12 b. i. 3, bei bem jroeiten mit 36 : 9 b. i, 4 
ben 5Renner unb ben Sanier multipliciert. ©o erplt man ftatt tV unb 
f bie gleid^namigen SSrüd^e fi unb |f 

3» 3)er fleinfte Jlenner, auf meld&en mel^rere Srüd^e gebrad^t mer* 
ben lönnen (©eneralnenner), ift ber fleinfte gemeinfd^aftlid^e ®it)tbuu« 
ber einzelnen ^Renner (§. 7, 4). Um benfelben unmittelbar ju bered^nen, 
läßt man bie 3flenner unbeai^tet, meli^e in anbern 3lennem aufgeben, unb 
multipliciert bie gemeinfd&aftlid^en 35it)iforen ber übrigen SWenner mit ben 
befonbern S)it)iforen berfelben. ®3 feien j. 39. bie 3fienner ber SSrüd&e 

18 12 15 6 24 35 10 4 21 105 56 

aWan ftreid&t 12, 6, 4, meil fie in 24 aufgellen, unb 15, 35, 21, meil 
fie in 105 aufgellen, (©ine Unterlaffung in biefer §infid^t bringt feinen 
geljler.) aSon ben SRennern 

18 24 10 105 56 

i^aben 18, 24, 10, 56 ben gemeinfd^aftlid^en S)it)ifor 2, unb i^r gemein= 
fd^aftlid^er SRenner iji 2mal fo gro|, al« i^n bie Jlenner 

9 12 5 105 28 

erforbern. §ierpon fällt ber ^Renner 5 weg, meil er in 105 aufgellt. 
SSon ben 5Rennern 

9 12 105 28 

l^aben 12 unb 28 ben gemeinf(^aftlid^en gaftor 2. Ql^r ©eneralnenner 
ift 2mal fo groß al« ber für bie 5Renner 



§. 9. ^bbition unb 6u6tra!tion ber ^rüd^e. 
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9 6 105 14 

erf orbetli(^e, tüeld&erTDieberutti 2malf grofe ift ala ber, auf n)el(|en bie 3flettner 

9 3 105 7 

qthxaä)t werben fönttett. SSon biegen bleiben 3 unb 7 unbead^tet, well 
fte in 105 aufgellen. S)ie Slenner 9 unb 105 l^aben aber ben gemein*' 
fd&aftlid6en S)iDifor 3, unb erforbern ben gemeinfd^aftUd^en Slenner 3 x 
3 X 35, mitl^in ift ber gefud&te fleinpe ©eneralnenner 2x2x2 

x3x3x5x7 = 2520. 

©d^ema: 18 (12) (15) (6) 24 (35) 10 (4) (21) 105 56 (2 

9 12 (5) 105 28 (2 

9 6 105 14 (2 

9 (3) 105 (7) (3 

3 ' 35 

2x2x2x3x3x5x7 = 2520 

SKan Ijebt nur einfädle gemeinfd^aftlid^e S)ii)iforen (2, 3, 5, 7, . . .) in 
aufiieigenber Drbnung an^, um nid^t möglid^ermeife burd& unnötige 
galtoren ben ©eneralnenner su oergröfeern. 

Um für bie einjelnen Srüd^e bie Sal&len ju finben, mit benen bie 
3d^ler wie bie 3flenner iu multiplicieren finb, lann man bie §. 7, 2 
gemad^ten S3emerlungen benufeen. 

18 b. i 2x3x3 in 2520 ift 2x2x5x7 



12 ' == 2x2x3 
15 ^ ^ 3x5 

6 ^ ^ 2x3 
24 ^ ^ 2x2x2x3 
35 ^ »= 5x7 
10 ^ - 2x5 

4 ^ - 2x2 
21 := ^ 3x7 
105 ^ ^ 3x5x7 
56 = == 2x2x2x7 



^ 2x3x5x7 
^ 2x2x2x3x7 
' 2x2x3x5x7 
^ 3x5x7 
= 2x2x2x3x3 
^ 2x2x3x3x7 
^ 2x3x3x5x7 
== 2x2x2x3x5 
^ 2x2x2x3 
^ 3x3x5 

«eifpiel. 



b. i. I40mal ent^. 
' ^ 210 ^ 
^ =^ 168 = 

^ ^ 420 = ^ 
^ ^ 105 ^ 

^ ^ 252 = ' 

= := 630 == 

= == 120 = 

5 5 24 ' ? 

5 5 45 ? ? 



+35' 



82 



TT 



52 
28 
21 
91 



23 

676 

1036 

399 

637 

2748 
2184 



21 39 52 

21 39 26 

21 39 (13) 

7 13 



12 

6 



l 



(3) (3 



1092 



93 



564 c 47 
1092 ^^" 91 



2x2x3x7x13=1092 

1092 : 21=52, 13x52= 676 

^ 39=28, 37x28=1036 

52=21, 19x21= 399 

12=91, 7x91= 637 



13 
21 



13 . 52 



676 



U. f. H). 



21 . 52 1092 

Hit = ^Tftf/^, weld^er S3rud^ t)erfitrjt werben fann, inbem beiberfeit« 
burd^ 4 unb burd^ 3, alfo buri^ 12 biDibiert wirb. 
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Ober: 15 Jf 
+ 35,5!^ 



©etneine ältitl^ntettl. 



52 
49 
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13« 

+ 28H 



101 

84 



148 
_57 

205 
156 



156 51if 
+ 42,^^ 
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221 
343 
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93H 

im 

77 . 



3 
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141 : 273 
169 



42 . . 

77*45 



- mi 



49 

245 
259 



273 



63|| 
28H 



148 
57 



158 



n 



9-1- ob. "^ 



TE^ 



■o 



63 . . . IMöö.lf 35 . 

SWati fubttal^iett |f| von 1 b. i. fH; unb abblert bte S)ifferenj ju 
iHf u. f. n). 

§. 10. aJiultipUfatiott unb 2)it)ifion eineä SSrud^eS 

. burd^ Qctnje ^af)Un. 
1* Um einen S8tU(ä^ mit einer ganjenS^i^l jn multiplicieren, 



multipUciert man ben ^ä\)Ut; j. S5. | x 5 = 



3X5 



15 



= 3|. 



®enn 3 3;eile, beten 4 auf eine ©inl^eit gelten, 5mal genommen, ftnb 
3x5 fold^e Steile. Dber: ben 4ten Sieil t)on 3 erplt man 5mal, 
inbem man ben 4ten Steil oon 3x5 nimmt 

©er XU bered^nenbe SBru(ä& ift vox ber SBered^nung foDiel al3 mög* 
lid^ JU Derfürjen (§. 8, 3), j. S. 



3 



X 12 = 



3 X 12 3X3 



f X 8 = 



8 
3X8 



=3x2=6 



3 X 8 = 3, b. 1^. 8rud& X SRenner = Sä^l^t, weil ber S3rud& ber 
Quotient be« ^äijltxS h\xx^ ben SRenner ift, unb Quotient x S)ioifor 
= 5Dit)ibenbu8 (§. 3, 1). 

Um eine gemifd^teScil^l ju multiplicieren, multipliciert man ent== 
loeber ben Sru(ä^ unb bie ganje 3<^^l nnb abbiert bie 5ßrobufte, ober 
man rid^tet bie gemifc^te ^a^ ein unb vtx^ä^xt wie oben. 



3, fö. 86A X 

16 216 

688 86 

344 A 

4144 


48 
: 13 

adg beti 


obet 86^*7 X 48 

172 
516 
9 

2245 X 48 2245 x 24 

26 13 


©benfo bei mei^rf 


4490 

8980 

53880 : 13 — 4144A 
18 
58 
60 

8 

attttten Sa^lcn. 



F 



§. 10. 3RuItipU!aiion unb S)ioifton eines ^tn^td burd^ ganae 3al^len. 25 

2* Um einen fdxnd) buttä^ eine ganje gal^l ju- bioibteren, muttt- 
pUciert man ben flennet; j. S5. 

* • ^ " rh^ = "^^ (*^ "^^^^^^ "^ *^^^* ^^^^ ^") 
2;eiU man bie 4tel einet ©inl&eit in je 5 gleid^e Sieile, mitl^in 
bie ®in]&eit in 4 x 5 b. i. 20 Steile, fo erl^dlt man ^V ^^ 5ten 
S;eil t)on i, unb ^jf al« 5ten Xell von f. Qn ber S^at fliebt bet 

Quotient j-—-^ ober ^, multipliciett mit bem ©ioifot 5, ben ©ioi^ 

benbu« f (§. 3, l). 

S)et ju bered^nenbe ^x\x^ iji oor ber Seted^nung fooiel ate mög*» 
li(5 JU oerJürjen, j. S5. 

^ • ^^ "^ 28 X 15 "^ 28 X 3 "" ^ 

Tb * 25 = -fg-, "TS" * 5 =ä: ^Tg- 

aWan fann ben S&'&I^^ f^f^tt bioibieten, xo^nn fein SRejl bleibt. 

Um eine gemifd^te 3^51 P bioibieren, bioibiertman bieganje 
Sal^l, menn fte größer iji al« ber ©ioifor, rid^tet bie al« Sfteji t)er^ 
bliebene gemifd^te S<^^1 ein unb t)erfäl^rt wie t)orlöer. 3Ran fann aud^ 
bie gegebene gemijd&te ga^l einrid^ten unb mie oben tjerfa^ren. 

3. 35. 826f : 17 = 48f ober: 826t ^; 17 

68 6613 __. 389 __ 486 

146 8 X 17 

136 

52|| : 39 = 4^^ : 3, inbem man beibe Ztxlt ber gemifd^ten 
3a]&l unb ben S)it)ifor burd& 13 bioibiert. 

Um 18 ©gr. 7^ ?ßf. auf einen S^l^alerbrud^ ju rebucieren, fagt man 
junöd^fi: 7^ 5Pf. = 7^ : 12 ©gr. = | ©gr. S)ann l8f ©gr. = 
I8f : 30 ^Ix. = U 5Öölt. Um |f 3;^aler ju refoloieren, jagt man 
nun fürjer als §. 4 gejeigt mürbe: 

H Sl^lr. = II X 30 ©gr. == H^ b. i 20f ©gr., unb f ©gr. 
= I X 12 5ßf. = 10 5ßf., bal^er || S^lr. = 20 ©gr. 10 5ßf. 



§. 11. aJluItipUIation unb 2)it)ifion 
burd& einen SSrud^. 

1* anftatt beä augfül^rlid^ern SluSbrudt« „ben 4ten 2;eil einer 
©röfee 3mal nel^men" gebrandet man ben fflrjern „f (oon) ber ©röfee 
nel^men" ober ,,bie ©röfee f mal nebmen" , obgleid^i ein 3Kultiplifator 
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urfptüttgltd& nut eine ganje 3^^! f^tn lantt (§. % 3). 3- ^- I ^^tt 5 

etr. finb ^-^ b. i. 3| 6tr. Sei bem Sluäbtuä „f t)on 5 etr.'' ifi 

nid&t an ©ubtral^lerett üon einem 3Jlinuenbu8 ju benfen. SJejiimmter 
fagt man: fmal 5 6tr. 

SKit einem Studie multiplicieren ip ballet: burd^ benSRen^ 
ner bit)ibieten, unb ben Quotienten mit bem 3^^!^^ muUipUcieren; ober 
mit bem ^öi^ltx multiplicieren, unb ba« ^ßtobuft butd& ben 5Renner bioi^ 
bieten. 3- S5. Um eine ©töfee mit f ju multiplicieren, f ann man ent- 
meber bie ©röfee bur(5 4 bioibieren unb ben Quotienten mit 3 multi^ 
plicieren, ober bie ®tö§e mit 3 multiplicieren unb baS 5ßtobuft burd^ 4 
bimbieren. ^tm ber 4te 2;eil bet 3fad^en ©röge ift'3mal fo groß 
aia bet 4te SIeil bet einfad^en ©töfee. 

Um bie jäl^tlid^en 3w^tt eine« Äapitate ju 4 ?ßtocent ju beted^^ 
nen, l&at man, meil 100 2;i^lt. Äapital 4 2;i^lt. $^\xi\tn geben, mitl^in 
1 2;^lt. Kapital ^U 3:^1^. 3infen (§. 6), ba8 Äapital mit x^^, bei 
5 $toc. mit 1^, bei 3i 5ßtoc. mit 3^ : 100 b. i. ^^ ju multiplicieten. 
S)et 2luSbtudE ^tocent ©etttitt ben ^Rennet 100. 

2. Um einen S3tud& mit einem Stud^ ju multiplicieten, 
multipliciett man ben 3äl&let mit bem ^Sijihi unb ben SRennet mit bem 
^Rennet. 3- 35. 

3)enn | : 7 obet ^-^ mit 5 multipliciett giebt |— | (ju lefen: 
„3mal 5 butd^ 4mal 7"). Obet f x 5 b. i. ~^ butd^ 7 bioibiett 
giebt ~^ mie oot^in. 

12x15= ^2,X 15 _ 3^<J 

T5 -^ Tff 91; '^Nf Ifi »i ^ 1 ^TT 



A X ^n: — 



25 X 16 5X4 

7X4 1 



^ 12X21 3X3~^ 

t X f X t = 2 X 3 >^ = t 

"L^xr 8 -^xr^N^OA 7 X 8 X 3 X 20 ^ 

W X YT X F X ^W — 90 X 21 XX" ~ ^ 

Um mit einet gemif(§ten 3ä]&1 ju multiplicieten, multipliciett 
man entwebet mit bem S3tud^ unb mit bet ganjen 3^^^ wnb abbiett 
bie 5ßtobuIte, obet man tid^tet bie gemifd^te ^ciji ein unb multipliciett 
mit bem unti^i^xi SBtud^e. 



§. 11. JRuItiplilotiott unb ^ioifton butd^ einen »tud^. 27 



45 X I 

i X 17 

45 X 17 



1 



30 

12f 
315 
45 



= 808i 

Ober: 45i x 17| = ^^1? = 61 x 53 ; 4 

53 
318 
3233 : 4 == 808^ 

35 >< 17 X 9 X 52 7 X 3 X 18 ßfli 

2H x3f x2ix3A = irS-yST^^7= i ^^^ 

3. Um bur(]^ einen «tud^ ju biDlbteten, wultlpUciett man 
mit bem untflefe^tten (teciptolen) SStud^; j. 85. 

3 : i = 3 X i = ^ = 3i 

Sie Aufgabe, 3 butd^ i ju bioibieten, entfptinflt junä(ä&il batau«, bafe 
man bo« SJet^ältni« »on 3 ju i fud^t, b. ^. ftagt, wicoielmal i m 3 
enthalten ijt. SRun ifl 3 = ?-^ unb i in ^ ^ooielmal ent^at 
ten alä 4 in 3 X 5, nämlii!^ ^-^ml ^ entfielt abet —^- 
baburd^ attö 3, bafe man mit bem «tud^e i muUipUciett, ml^tx \>vx^ 
Umfe^tung beä ^n^iS i gebilbet Ijt. 

8tt bemfelben Siele fü^rt bic Überlegung: i in l ifi 5mal, i m 
1 ifl ben 4ten Seil fooiel b. i. imal, i in 3 iji 3mal fotnel b. t. 

^-^mal enti^alten u. f. xo. 

S)ie SRid&tigleit be« Quotienten 3x4 betätigt m, ^v.bm et mit 
bem ©ioi^ot i multlpliciett ben 2)it)ibenbu8 3 giebt (§. 3, l). 

ebenfo in 3f : i = 3f X f = ?f^ = W = 4^, meil 
3f X f X ^ = 3f (Um ben Quotienten auf bem anbetn SBege ju 
finben, müfete man bie «rüd^e auf benfelben «Rennet btingen.) 
3f : ^ = 3f X 5, 1 : i = 5, 1 : f = i U. f. m- 

4. Um butd^ eine gemifd&te Sa^l P bioibieten, mufe man fte 
eini;i(|ten unb mit bem umgekehrten Srud^ multipUcieten. 3. 8. 

3:5^ = 3:V=3xA = H 
3^ : 5^ = .j ^ ^Y ^™ »" 
e« ift 3 : 5J meniget al8 3 : 5, weil bet »ioifor 5^ me^r al& 
5 Ift. 3Rit ben 2;eilcn be« gemifd&ten ®i»ifor« lann nid^t o|ne mei» 
teteiS geted^net werben. 
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©ie Slufflabe: 7 %^lx. 13 @gt. bux^ 2f ju biolbieren, ben Duo«^ 
tienten mit 5^ ju tnultlpUcieren, baS 5probutt butd^ 5f ju blmbieteti 
uttb ben Quotienten tnit 1| ju multiplicieren, — wirb nad^ §. 10 be* 
jeid^net 

7 ^Ix. 13 ©gr. X 5^ X l| 

2f x5| 

unb fliebt nad^ ^Inwenbung ber öorfiel&enben SRegeln 

7 a:^It. 13 ©flt. x6x16x5x9 
17 X 3 X 27 X 5 

ober t)erlilrät 

7 X^lt. 13 ©8t X 2 X 16 _ ^ ^^j^ j3 ^^^ ^ ^ 

^ev ^ugb¥U(! „hux^ einen ^rud^ btoibieren" ift nid^t meniaev fünftlid^, a(S bet 
SluSbrutf „mit einem S3rudje multiplicieren", wenn ber Duonent einen ^eil beS 
2)it)ibenbuS bebeuten foU. 2)er Äugbrutf „eine ®rö|e burdj I bicibieten" ober „ben 
jlten Xeil ber Öröße ne&men'' Ift aber aleid^bered^ttgt unb nad^ bem obigen gleid^^ 
bebeutenb mit bem SluSbrutfe „bie (Srö^e fmal nel^men" (§. 3, 3). Xai eine ga^I 
burd^ einen ed^ten Srud^ bioibiert oröfier wirb, ift ebenfowenig befremblid^, alä ba^ 
fie mit einem ed^ten a3rudj multiphciert fleiner wirb. 



§. 12. ©infad^e unb jufammenQefeltc Siegel be tri 

mit SSrüd^en. 

1* S)ie in §. 5 aufgefteUten ©fifee bel&alten i^re ©eltung, vo^nn 
man ftatt ber bort t)orlommenben ganjen ^oXflttt Srüd^e ober gemifd^te 
Soi^len einführt 

3. S3. I 5ßfb. foftet ben 7ten 3;eil fooiel al« l mK unb f 5ßfb. 
foften 4mal ben 7ten Seil fooiel als 1 5Pfb., wofür nad^ §. H, l ge^^ 
fagt wirb: 

i 5ßfb. foften fmal fooiel als l ^fb. 
ebenfo wie man jagt: 

5 $fb. foften 5mal fooiel al« i $fb. 
gerner foftet l $fb. 9mat fooiel al« i 5Pfb., 5 5ßfb. 9mal fot)iel 
al« f 5ßfb., ba^er foftet l 5Pfb. 9mal ben 5ten 2;eU fooiel b. t fmal 
fooiel al« f 5ßfb. SKit f multiplicieren ift aber baSfelbe, al« burd^ f 
bioibieren ober ben ften Seil nel^men (§. ii, 4); bal^er fann man ben 
©afe 

1 5ßfb. foftet f mal fooiel al« f 5Pfb. 
aud& wie folgt au«fpred&en: 

1 $fb. foftet ben ften Seil fooiel al8 f 5Pfb. 
ebenfo wie man bei ganjen S^i^len fagt: 

1 5ßfb. foftet ben 6ten 2;eil fooiel alÄ 6 5ßfb. 



j 
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S)ie eittielnen @ä|e bet Siegel be tci (§. 6) laffen ftd^ ballet mit 
Stfl(]^en genau ebeitfo auffieSen, atö mit ganjen Bo^^l^tt. 

älufgabe. 

9^ Stt. SSBate loften 472 %iiit. 20 @flt., wieoiel wetbett 34| 6tt. 
foften? 

»ttfl. 9f etr. fojiett 472 3;^lt. 20 @gt. 
1 etr. lopet ben 9|ten Seil fowiel b. i. 

472 aii^lt. 20 @flt. 
34^ Stv. fo{ien 34fmal fooiel b. i. 

472 ^It. 20 ©flt. X 34f 

9f 
^ 472 ^^Ir. 20 @flr. X 240 x 5 _ 118 SJ^tt. 5 ©flt. x 100 

ilUgr. 7 X 48 ~ 7 

= 11 816 Wx. 20 @gt. : 7 == 1688 %^V. 2f @gr. 

antra. 34f etr. topen 1688 %f)lx. 2| @gr. 

lufgabe. 

« 

Sin gotjl ift 17 Salute lang um if $toc. feine« anfänglid^en Se* 
jlanbe« iäi^tUci^ gemad^fen unb ^ält 16 608 klaftern. SBie gtog xoax bet 
anfänglid&e »efianb? 

Slufl äu« 100 ffilaftettt würben in l Sa^t 100 + H, in 2 
Saluten lOO H- li x 2, in 17 Sagten 100 + if x 17 b. i. I29i 
Älaftetn. SBeil nad^ bem anfänglt(|ett Jöejianb gefragt ifi, fo fagt 
man: 

I29f Älaftetn finb auiS 100 Älaftetn entflanbcn, 

100 Äl. 



16 608 



129f 

10 jtl. X 16 608 
129i 



Slu8t. 100 ^l x^ 16 608 X 4 _ ^^^ ßl. x 32 x 4 = 12 800 Äl. 

Sltttn). S)er anfänalid^e a3eftanb xoax 12 800 filaftern. 

Slufflabe. 

2118 bet ©d&effel Rom 4i X^lr. lojiete, etl^lett man für 10 ©gr. 
7i $fb. S3rob; wieoiel etl^äU man, wenn bet ©(ä^effel 3i X^lt. 
fopet? 
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SKufL »ei 4f V)lx. Äornprel« erhielt man li 5pfb. Stob 
^ 1 ^ ^ ^ * l\ Sßfb. X 4| 

. 3i ^ . . . 3j 

antn). aaSenn ber ©d^effel fiotn 3i S;pt. foftet, fo etpit man für 
10 ©gt. 10 $fb. 22 Sot »tob. 

Slttfgabe. 

®ttt Dd^8 auf bct SBeibe an einem 7| gufe langen ©eile frißt in 
2 Sagen bo« ®ra« ab, weld^e« er erreid^en fann. SBieoiel 2;age fomntt 
er au«, xotnn ba« ©eil l3f guft lang ift? 

auflöfung. 

aOSenn ba« ©eil 7^ gufe lang, fo reid^t ber Dd^« 2 Siage 

2 Sage 



7i X 7i 

,o„ 25tagexl3fxl3i 

S)enn ber Ärei« t)on 2 gufe Sftabiu« l^at 2 x 2mal foplel glä^e atö 
ber Äreiä t)on 1 gufe Sftabiu«, u. f. xo, (§. 5, 4). 

w.*;*^ 2 SC. X 55 X 55 X 2 X 2 11 x 11 ^i« o- 

3lu«r. — — -, -, TE ri = s 5 5 = &ff 3;age. 

4x4x15x15 2x3x3 ^** ^ 

Slntn), SBenn ba« ©eil 13| gufe lang ift, fo ^at ber Ddö« &M b. i- 
faft 7 a;age p freffen. 

älufgabe. 

3t Ouart füUen einen Söürfel t)on 6 Sott Sänge. SBieoiel faßt 
ein äßürfel t)on 4 guM gott Sänge? 
aiufl. S)er aSJürfel t)on 6 Sott Sänge faßt 3t Quart 

3t Quart 



. 1 
. 52 



6x6x6 

3tClU.x 52x52x52 
6x6x6 

2lu8r. ^7 >< 52 X 52 x 52 _ ^3 >< ^3 ^ ^3 _ 2197. 
8 X 6 x: 6 X 6 

Slntn). ein SQäürfel t)on 4 gufe 4 gott Sänge faßt 2197 Quart. 

2. aufgaben, beren Söfung mel&rfad^e Slnwenbung ber SRegel be tri 
erforbert, i&eigen Slufgaben ber jufammengefefeten Jftegel be tri 

(Regula quinque, Septem, u. f. W., Äettenregel). 
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Aufgabe. 

aSBenit 5 6tt. fttt ^ 3;i()lr. 14 SWeilen toelt gefii^afft wctbett, wie* 
oiel jol^lt matt für 21 ett. 25 ajlctlen toett? 

SlufL gür 5 6tt. ittl^tt matt 2J 3:i^lt., unb bei gleid^er ®ntfetttUttg 
für 1 (Str. bctt 5ten %iH, für 21 etr. 21ittal fooiel, b. l. 

2i ^Ir. X 21 
5 
S>iefc Sau 1 ÜRelle weit ju f Raffen foftet ben I4tett %tH, 25 SUleilett 
weit 25mal fooiel, alfo 

2i Xiilt. X 21 X 25 
5 X 14 

%Ut. ^ X 21 x _25 _ ^ _ 181 
2 X 5 X 14 * 

aintn). 21 etr. 25 aReUeit weit fojien 18| X^lr. 

9(ufgabe. 

Su wieoiel ^ocent war boiS Kapital 6300 ^Ir. auiSgeliel^en, wenn 
e« in 20 Sauren 5670 %l)lx. äinfcn getragen l^at? 

SlufL 6300 ^Ix. trugen in 20 Qa^en 5670 ^Ix. Sinfen, in l 
Sa^r ben 20tett 3;eil fowielj i ^Ix. trug ben 6300ten 3:eil, 100 Si^lr. 
lOOmal foDiel, b. i 

5670 %i)lx. X 100 



20 X 6300 



Sinfen. 



^««^^•21^63 = ^ = ^* 

Slntn). 2)0« Äopital 6300 X^lr. panb ju 4i $roc. Sinfeti au8. 

Slufgabe. 

©inert Äanal 735' lang, 10' tief, 21' breit ju gtabert, braud^en 140 
Slrbeiter, weld^e täglid^ 7^ ©turtbe arbeitert, 546 %aQt. SEBie lartg n)irb 
eirt 15' tiefer, 25' breiter Äartal, n)eld&ert m 324 3;agert, ^ ©turtbe 
täglid^, 182 ^Arbeiter grabe«? 

Slufl. SBBertrt ber Äartal 1' jiatt 10' tief ift, fo rt)lrb er, urtter fortji 
gleid&ert Untpartbert, lOrtial fo lartg; xotnn er 15' jiatt l' tief ift, wirb 
er bert l5tert ^eil fo lartg. 

Sffiertrt ber Äartal 1' ftatt 21' breit iji, fo rt)irb er 2lmal fo lartg; 
n)ertrt er 25' jiatt l' breit ift, xoxxb er bert 25tert a;eil fo lartg. 

SBertrt rtid&t 140, fortberrt 182 Arbeiter barart grabert, fo rt)irb er 
bert 140tert %tH I82nial fo lartg. 

aSertrt bie Arbeiter rtid&t 546, fortberrt 324 2;age grabert, fo toirb 
er bert 546tert Ztxl 324mal fo lartg. 
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SBentt bte arbeitet taglid^ nid^t U, fonbetn 8i ©tuttbe arbeiten, 
fo wirb er ben Titert S^eil Simal fo lang. Sllfo wirb ber Äanal 

735^ X 10 X 21 X 182 x 324 x Sj . 
15 X 25 X 140 X 546 x 7i ^^* 

^ ^ 735 X 10 X 21 X 182 x 324 x 25 x 2 _ ^^^. 
^^^^- " 15 X 25~x 140 X 546 X 3 X 15 ~ ^^^* 

aintn). a)lefer Äanal wirb 352^ gufe lang. 

Slufgabe. 

S!Biet)tel preufe. gufe finb 139 par. ^uß, ba 15' par. = 16' engl., 
28' engl. = 27' öjlr., 139' öfir. = 140' preufe.? 

Sluf l S)a 1' par. = ü' engl., fo tjerwanbelt man par. gufe in engl, 
gufe, inbem man mit fj multipliciert, u. f. m. f^olglid^ 

139' X 16 , 139' X 16 X 27 ,-- 

139' par. = ^^ engl. == j^^^^s *«*^- 

_ 139' X 16 X 27 X 1 40 . 

~ 15 X 28 X 139 ^^^^^• 
«. ^ 139 X 16 X 27 X 140 ,^ 
^««^- —1 5 X 28 X 1 39 16 X 9 = 144 

Slntm. 139' par. = 144' preufe. 

Slufgabe. 

SSBie teuer wirb i leipziger $funb SBare oerfauft, t>on ber l l^am^- 
burger $funb 6i SJlarl Äurant foftet, rotnn bie Serfenbung 5 5proc. 
Unfojien gemad^t ^at unb 8 5Broc. ©eminn genommen werben? (l SWiarl 
fiur. = I a;§lr., 100 5ßfb. I^amb. = 103J 5Pfb. leipj.) 

sauf l. 1 l^amb. 5ßfb. lojiet in ißamburg | a;i^tr., in Seipjig bei 5 5proc. 
Unfojlen IMmal fooiel; l leipj. 5ßfb. lofiet ^g-rntal foi^iel, unb mit 
8 5ßroc. ©eminn t)er!auft {Umal fot)iel, alfo 

5 a:|lr. X 105 X 100 X 108 
2 X 100 X 1031 X 100 

^^*^- ^ ?07^ X to F^ = "4^ ^^^^- = ^ ^^^'' 22 ^Ö^- ^** *^- 

Slntm. @in leipj. 5Pfunb biefer SBare mirb für 2 SCl^lr. 22 9ilgt. 
IH *f- t)erfauft. 

Slufgabe. 

e« fott in Seipjig ein Sffied^fel t)on lOOO ©ulaten auf Sttmfterbam 
gelauft werben. S)er Slmfterbamer Aura in Seipjig ift l43i (2:i&aler 
für 250 l^ott. ©ulben be2 SBed&fel«). S)er 5Du!aten gilt in Slmfterbam 
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5 ©ulben 68 ©entime« (i Oulben = lOO 6ent.) S)et fBkd^iltt et^ 
pU 4 ?ßtoc. nebft l ^ßtomitte (ttAtv) SRaHergebit^t (Sourtafle). SBiemel 
foftet bet aSeiä^fel? 
Slufl. 1000 S)uf. = 1000 X 5^ ©ulben 

1000 X bM X 1 43i CTM^ 
250 ^^^^• 

mit ii 5ptoc. Uttlojiett 

_ 1000 x5^x 143i X low cri^Tr 
~ 250 X 100 '^^^^^ 

3j 1000 X 568 X 287 x 3013 _ 3^^,.,,.,. 

^•*^* 250 X 100 X 100 X 2 X 30 ~ ^^^nnuf 

Slntn). ©er Bed^fel tojlet 3274 X^lx. 13 Sflgr. 5 ^pf. 

§. 13. SIeilung nad^ gegebenen SSerH^tniffen. 

!♦ SBenn bie gletd^atttgen ©töfeen A, B, C, . . eine geroiffe ©röfee 
(©inl^eit) ber Steige naä) 2, 3, 5, . . mal enthalten, fo t) er 1^ alten fie 
fi(6 ju einanber ber $fteil^e na^ wie bie 3<^^l^tt % 3, 5, . . b. ^, 
baS aSer^ältni« A : B ift 2 : 3, ba« »erl&ältni« A : C ift 2 : 5, ba« 
SBerpltni« C : B ift 5 : 3, u. f. f. (§. 3, 2). 3Kan Dereinigt biefe 
SKngaben in bem 3lu«bru(J 

A : B : C = 2 : 3 : 5 

weld&er eine Proportion*) genannt n)irb. Slu« ber ^Proportion er^ 
fennt man nid^t nur, bafe 

A = |B, A = fC, 
B = I A, B = f C, u. f. ro. 
fonbern aud^, bafe 

iA=iB=iC 
unb nac^ 3Rultiplifation mit 2 . 3 . 5 

15 A = 10 B = 6 C 

"S^tnn nad^ ber a3orau«fe|ung betragen iA,|B,^Ciel ©nl^eit. 

2. S)ie S^i&Ien einer ^Proportion fönnen fämtli(^ mit berfelben 
3al^l multipliciert ober burd& biefelbe ^a^ bioibiert werben, weil baburd^ 
il^re aSerpitniffe ju einanber nid^t oeränbert werben (§. 8, 3). 

aSenn j. ». 

A : B : C = I : I : f 
fo finbet man 

A : B : C = 24 : 27 : 20 

inbem man |, f, f mit bem ©eneralnenner 36 multipliciert. 



*) SBergl. 3te8 öudj §. 1. 
»alfter. I. 7. «ufl. 
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SBenn ferner 

D : E : F = 21 : 28 : 35 

fo finbet man 

D : E :F = 3 : 4 : 5 
inbem man 21, 28, 35 burd& il^ren gemeinfd^aftUd&en ©iotfor 7 bioibiert 

3* ^tnn A unb B bie 2;eile eine« ©anjen finb unb ju einan*» 
ber wie 2 unb 3 ftd^ t)er^alten, fo l^at ba« Oange 2 + 3 b. t. 5 ein- 
igelten, beren 2 auf A, 3 auf B fommen. Slu« ber 5ßroportion ber 
Xeile 

A : B = 2 : 3 

erlennt man alfo, bafe A = | beiS ©angen, B = | be« ©anjen ift. 
SGBenn A, B, C bie SCeile eine« ©anjen finb unb ju einanber wie 
2, 3, 5 fid& t)erlÖalten, fo ^at baS ©an^t 2 4- 3 + 5 b. t 10 ©in^ 
Reiten, beren 2 auf A, 3 auf B, 5 auf C fommen. 2lu8 ber 5ßropor# 
tion ber 5Ceile 

A : B : C == 2 : 3 : 5 

folgt alfo, bafe A = ^ be« ©anjen, B = ^ be« ©anjen, G = ^ 
beä ©an^en ift. 

4* ©efellfd^aftäred^nung l^eifet bie Teilung einer ©röfee nad^ 
gegebenen aSer^gltniffen b. i. in ungleid^e Steile, beren SBerl^ältniffe 
ju einanber gegeben finb. ©off j. SB. bie ©röfee M nad& ben SBer^ält* 
niffen 3 : 4 : 5 in bie 2;eile A, B, C geteilt werben, fo f(|lie6t man 
au& ber Proportion ber Seile 

A : B : C = 3 : 4 : 5 
bafe A eine getoiffe ©röfee ((gin^eit) 3mal, B biefelbe ©rö|e 4mal, C 
biefelbe 5mal, alfo M biefelbe 3 + 4 + 5 b. i. I2mal entölt S)al&er 
teilt man M in 12 gleid^^ 3;eile unb nimmt beren 3 für A, 4 für B, 
5 für C. 

Sei ben 2lufgaben ber ©efeUfd^aftareiJ^nung fommt in Setrad&t 
1) bie ju teilenbe ©röge, 2) bie ^Proportion ber 2;eile, 3) bie Summe 
ber Bohlen ber ^Proportion, 4) SJioiflon ber ju teilenben ©röfee burd^ 
bie Summe, 5) 3KultipliIation be« Quotienten mit ben einjelnen S^^*" 
len ber ^Proportion. 

Slufgabe. 

9728 SEI^lr. fotten unter brei SSrüber nad^ aSerpltni« i^re« Sllter« 
(36, 24, 16 Sal^r) geteilt werben. SBieoiel erl&filt jieber? 

Slufl. 3)ie 3;eile oerl^alten fid& wie 36 : 24 : 16 b. i, 9:6:4, 
folglid^ betragen fie 

9728 X T^y SE^lr., 9728 x ^ %\)lx., 9728 x ^ %f)lx. 
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SÄUÄt. 9728 : 19 = 512, 512 x 9 = 4608 

22 512 X 6 = 3072 

38 512 X 4 == 2048 

9728 

Slntu). S)ie »ruber erhalten 4608, 3072, 2048 Zf)lx. 

Slufgabe. 

aSter $erfonen laufen ein So2, woju A 8 2;^lr. 10 @gr., B 12 
Z^lx. 25 ©gr., C 6 SC^lr. 20 @gr., D 13 %^lx. giebt S)a« So« 
gewinnt 10 000 %i)lx,, n)ot)on 12| 5ßtoc. bie §auptfaffe unb 3J 5ßroc. 
ber ©innel^mer abjiel^t. SffiieDiel belommt jeber? 

Slufl ®ie Sotteriefaffe ja^lt für ba« So« ^Q ^QQ ^^^^r. x Slh 

ber einne^mer ja^tt bafür ^iM_^yjL^M_^liM au«. SDiefe 

©elbfumme l^aben bie mx 5ßerfonen nad^ SSer^ältni« ber beitrage ju 
teilen, weld^e ^ä) t)erl^altett wie 

250 : 385 : 200 : 390 = 50 : 77 : 40 : 78 

3)ie t)ier 5{Jerfonen erhalten -^^ s^f ^, -ih ^^^ au«gejal^lten 
©unime. 

2lu«r. 87i X 96f = 8458^ 8458^ : 245 = 34Ü 

A erhält 34H x 50 = 1726^^ %f)lx. 
B # 34H X 77 = 2658i 
C ^ 34H X 40 = 1380|i ^ 
D s. 34H X 78 = 2692^ ^ 

8458i 

Slufgabe. 

3m ©prengputoer üerl^alten pd^ bie 3Kajfen t)on ©alpeter unb 
Äol^le wie 16 ju 5, mn ©alpeter unb ©d^wefel wie 10 ju 3. aöie«^ 
t)iel t)on biefen ©toffen ift ju 5934 5pfunb ©prengputoer nötig? 

aufL Sluf 1 ^Pfunb ©alpeter lomntt A W- Äo^le unb ^ 5ßfb. 
©d&wefel, mithin ip 5934 ^ßfb. nad^ ben »erpltniffen 1 : ^^ : -^^ = 
80 : 25 : 24 iu teilen. S)a« ^ßuloer entplt 

5934 X ^ 5ßfb. ©alpeter 

5934 X ^ ^fb. Äol^le 

5934 X -^ 5ßfb. ©a&wefel 

au«r. 5934 : 129 = 46, 46 x 80 = 3680 5Pfb. ©alpeter 

46 X 25 = 1150 # Äo^le 

46 X 24 = =1104 «^ ©j&roefel 

5934 5Pfb. ^uloer 
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Slufflabe. 

3u einer gemetnfiä^aftUd&en Untemel^mutifl gab A 200 "^Ix, auf 
4 3Konate, B 160 %i)lx. auf 6 aWonate, C 120 %i)lx. auf 8 StRonate. 
Sie gewannen 136 2;i^lr. 3QBiex)tel belommt jeber baüon? 

aiufl. ®IU bet SÄnfprudö 6ine«, bet l 3;i^lr. auf l SRonat gegeben 
ptte, als ©inl^eit, fo fomnren vom ©ewinn bem A 200 x 4, beut B 
160 X 6, bem C 120 X 8 ©inl^etten ju, unb il&te Slnfprfld^e vtx^ 
l^alten fid& wie 

200 . 4 : 160 . 6 : 120 . 8 = 5 : 6 : 6 

3)a^er befonmit A 136 x ^^ X^Ir., B unb C 136 x ^^^^ Z^lx. 
giun ift 136 : 17 = 8, mithin etplt 

A 8 X 5 = 40 SC^lr. 
B 8 X 6 = 48 ^ 

C 8x6 = 48 ^ 

136 %\)lx. 

« 

5. 5Die aßifd^ungStegel betrifft bie ©rmittelung be« ^tx^lu 
niffeS, nad^ weld^em jwei ©orten von gegebenem SBerte gemifd^t wer* 
ben milffen, bamit bie 3Rif(ä^ung einen gegebenen SBert erplt 3- ^• 
2lu« pei ©orten SBein, A unb B, t)on benen ba3 Quart 36 unb 20 ©gr. 
foftet, fott eine 3Jltttelforte M gemifd^t werben, üon ber baS Duart 
30 @gr. foftet. Solan l^at in ber SWifd&ung 

an 1 Quart A 36 — 30 ©gr. b. i. 6 ©gr. SSerluft 
an 1 Quart B 30 — 20 ©gr. b. i. 10 ©gr. ©ewinn 

folglich 

an 10 Quart A 6 . 10 ©gr. aSerluft 
an 6 Quart B 10 . 6 ©gr. ©eroinn 

2)er aSerluft an A wirb burd& ben ©eroinn an B aufgcl^oben, wenn 
man 10 ©inl^eiten A mit 6 ©inl&eiten B mifd^t, alfo 

A : B = 10 : 6 = 5 : 3 

b. §. A = t B = I ber aJlifd^ung, B = f A = f ber 3Kif(i6ung. 

S)ie 3Kif(§ung8regel lautet bemnad^: „Silbe bie ©ifferenjen ber 
aBerte von ber beffern ©orte unb ber SKifd^ung, t)on ber SKifd^ung 
unb ber fd^Ied^tern ©orte; mif(^e bie beffere ©orte mit ber fd^led^tern 
nad& bem SSerpItni« ber jweiten SDifferenj jur erflen SJifferenj." 

©Ott au« einer ©orte (A) ju 36 ©gr. burd& Sn\a^ von SBaffer 
(B) eine ©orte ju 30 ©gr. gemifd^t werben , fo ift bie erfte ©ifferenj 
36 — 30 ©gr.; bie jweite S)ifferenj 30 — ©gr., folglid^ bie Proportion 
ber Säeftanbteile 
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A : B = 30 : 6 = 5 : 1 
b. 1^. B = ^ A = ^ ber aJlifd&utifl. 

Slufgabe. 

3lu8 I4lötiflem Silber (A) unb Slötigem Silber (B) fott I2l()tige« 
©ilber gemifd^t werben. S)a3 Silber l&eiBt I4lötig, wenn eine 3Rar! 
be^felben 14 £ot fein Silber (unb 2 Sot fiupfer) entplt. 
Sluf l. 5Die erfie S)ifFerenj beträgt 14 — 12 Sot f., bie jweite S)ifferenj 
12 — 8 Sot f., folgli(ä& 

A:B = 4:2 = 2:1 
b. ^. A = 2 B = -1 ber 3Kifd&uttg 
B = I A = ^ ber 2Rifd&ung 
Sott au« I4lötigem Silber (A) burd& 3ufa| von Äupfer (B) 
l2lotige8 Silber bereitet werben, fo ip bie erfte S)ifferenj 14 — 12 Sot 
fv bie jweite ©ifferenj 12 — Sot f., alfo 

A : B = 12 : 2 = 6 : 1 
b. ^. B = I A = I ber SKifd^ung. 

§. 14. 35ie 2)ecimalbrüd^e. 

3n atten Sprad^en finb bie Qa^lxoHtUt na^ bem Secimal^ 
f9flem gebilbet, fo bafe je|in ©inl^eiten in einen ^t^ntx, jel^n S^^ntx in 
ein ^unbert, jel^n ^unberte in ein Slaufenb jufammengefalt werben; 
bie neueren Sprad&en t)ereinigen bann taufenb iaufenbe in eine 3Kil* 
lion, mittion aWittionen in eine SBiHion, u. f. xo. Sei ber S3ejeid&' 
nung ber S^^^^n gebrandet man aügentein nad^ inbifd^er ©rfinbung, 
bie juerfl burd^ bie Slraber weiter t)erbreitet würbe, biefelben jel^n gif* 
fern, weld&e für fid^ einer bebeuten, aud& jur Angabe pl&erer ©nl^eiten 
unb mad&t bie p^ern ©inl^eiten burd^ il^re Stellung vox bie ®in'er 
lenntlid^, fo ba^ bie Qti)ntt bie ite, bie igunberte bie 2te, bie 2;aufenbe 
bie 3te, . . , bie 3Kittionen bie 6te, . . , bie SSillionen bie I2te, . . 
Stelle t)or ben ©inern einnel^men. ©benfo werben jur Sejeid&nung 
von niebern @inl^eiten (Srüd^en) bieStellen nad^ ben Einern an- 
gewenbet*). 

*) 2)ic SflcAttung mit ben inbifd^en (araßifdjcn) S^^^^ if* i« S^bicn erfunbcn, 
unter bem ^l^alifen ^Imamun 820 von äßol^ammeb ben SRufa äHc^aresmi an^ehiU 
bet, nad^ biefem „ber ^Igorill^muä" (^Ifd^are^mi) benannt, unb im 13. S^^i^^ 
l^unbert in Europa befannter n>orben. ^aS äBort ^(goritl^mud n>urbe fpäter für 
jjebe ^rt von 9{ed^nung3«Dperationen gebrandet.* 9iegiomontan oertaufc^te um 1464 
bie bei ben Qriec^ifd^en 3J2atl^emati!em unb beren S^a$fotgem ^ebräud^Iimen ^e^ageft^ 
malbrüd^e mtt ben bequemeren ^ecimalbrüd^en. 3^ aUgemetneren ©ebraud^ famen 
bie 2)eamalbrüd^e feit ber jweiten ipälfte beä 16. 3al^rl^unbert8 (9lecorbe 1557, 
@tet)in 1585). ^ie ^bfürjung ber 2)ecimalbrud^red^nun9 f^ai ^eppCer 1623 burd^ 
^rätoriuS (von ^Itborf) fennen gelernt. SSergl. ©runert Slrc^it) 24 p. 296. 
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S)ie ©nl&etten einer befiimmten ©teile finb im ©ecimalfpftem 
lOmal fo fltofe aH bie ©inl^elten bet (ted^tö) folflenben, j. S. auf bie 
2;aufettbe folgen igunberte, auf bie ^unberte 3^^^^^^/ ^uf bie S^^ttet 
einer. Stuf bie @iner folgen bal^er in ber iten ©tette S^^tttel, in ber 
2ten ©teile ^unbertel, in ber 3ten ©teHe Xaufenbtel, in ber 6ten SRit 
liontel, in ber I2ten SiUiontel, u. f. f. Um bie ®ner al3 fold^e anju^ 
jeigen, mad^t man nad^ benfelben ein Äomma ($unft, ba« einer jeid^en). 
©a^er bebeutet 426,357 . . 

4 ißunberte + 2 Seltner + 6 einer + 3 Sel&ntel 
+ 5 ^unbertel + 7 a:aufenbtel + . . 
®leid&n)ie nun 4 ^unberte = 40 Sel&ner = 400 einer, 2 3^^^^^ 
= 20 einer, alfo bie ganje Sal[|l = 426 einer, fo fmb 3 Sel^^tel = 
30 §unbertel = 300 S:aufenbtel, 5 ipunbertel = 50 2;aufenbtel, alfo 
bie gebrod^ene S^l^l = 357 2;aufenbteL SRan fann aber aud& bie 426 
einer ju 426 000 Saufenbtel mad^en unb erl^ält eingerid^tet 426357 
3;aufenbteL S)alöer 

426,357 = 426 ^% = ^UW' 

1. Srüd&e, beren SRenner einl^eiten be8 ©ecimalf^ftemiS, 10, 100, 
1000, . . . ($otenjen ber 10) pnb, l^eifeen 3)ecimalbrüd^e. ©ie 
werben ol^ne SRenner gefd^rieben, inbem man bie Sel^ntel oon ben einem 
burdö ein ßomma trennt. Srüd^e mit anbem SRennem I&ei6en gemeine 
S3rüd&e. 

2. Um eine gemifd^te 2)ecimalja^l ju lef en, liejl man entweber 
(jerlegt) nad^ft ber ganjen 30I&I einen Srud^, beffen 8&^Ut bie nad& 
bem Äomma ftel^enbe 3^^ unb bejfen 5Renner ber Slenner ber Up 
ten ©teile iji, ober (eingerid^tet) einen S3rud^, beffen S^^tx bie S)e* 
cimaljal^l ol^ne ba8 Äomma, unb beffen 5Renner ber 5Renner ber legten 
©teile ift. 

3erlegen unb einrid^ten gefd&iel^t bei ©ecimalbrttd^en ol^ne bie 
SRed&nung, meld&e bei gemeinen Srüt^en erforbert wirb (§. 8, l). 

3* 5Da bie SBrud&fteHen nad^ ber einerfiette beurteilt werben, fo 
fann bie lefetere nie fel^len. 3jl ber S)ecimalbrud^ ed&t, fo muB er mit 
einem beginnen; j. 53. 

7 3e]&ntel = 0,7 
28 ißunbertel = 2 3elöntel + 8 ©unbertel = 0,28 
9 iQunbertel = 3el&ntel + 9 ©unbertel = 0,09 
307 Xaufenbtel = 3 3e]&ntel -f §unbertel + 7 2:aufenbtel = 0,307 

1 2:aufenbtel = 0,001 

1 aRittiontel = 0,000 001 

1847 ^unberttaufenbtel = 0,018 47 u. f. f. 



§. 15. ^bbiüon unb @u5tta!tion bev ^ecimal5rücl^e. 3g 

Um einen SJecintalbtud^ ju fd^reiben, fd^reibt man feinen Sä^l^t 

(unb üor benfelben, wenn nötig nod^ SRutten, biä fotjiel S^if^xn baftel^en, 

al2 bet SRenner l&at) unb fe|t ba« Äomma fo, bafe bie lefete ©tette ben 

gegebenen SRenner l^at 

if|5 = 183^5 1^ _ 18 35 y^ 1^ ^^ 

4. S)a 7 3e^ntel = 70 ^unbertel = 700 S;aufenbtel u. f. f. 
unb 3 einet = 30 S^^^t^l = 300 §unbertel u. f. f., fo fann man 
an einen S)ecimalbru(i& ober an eine ganje 2a\)l, nad&bem man baä 
Äomma nad^ bet ®inetftette gemad&t l^at, 5RuDen beliebig anl^angen obet 
t)om @nbe weglaffen. 

0,7 = 0,70 = 0,700 . . . 

3 = 3,0 = 3,00 . . . 

1800 : 100 == 18,00 = 18 

1800 : 1000 = 1,800 = 1,8 

1800 : 1000 000 = 0,001 800 = 0,0018 

S)ie Umfotmung (§. 8, 3) von ©ecimalbtüd^en etfotbett leine Sftedö* 
ttung, fobalb man ni(^t ju gemeinen Studien flbetgelöt- 

3la^ bem 9)htfter be§ ^ecimalf^ftemg mit ber ©runbaal^l 10 !ann man aud^ 
auf anbete ©tunbaal^Ien g^^'^Mt^^^ bauen, 5. ^. ein S)uobecima(f9ftem auf bie 
©runbjal^l 12. ^a^u brauet man nod^ 2 Qi^etn für sebn unb elf, 9. S. z, e, unb 
bilbet au3 12 Einern 1 ß^i^^^f^^ C^^S* 1^)^ c^^^ 1^ R^ölfem 1 ^unoertoierunboier- 
giger (be). 100), aug 12 ipunbertDierunboiersiaem 1 Xaufenbfteben^unbertad^tunbs 
gwanjiger (bej. 1000) u. f. u). äluf bie @iner folaen bann red^ts ^uobecimalbrüd^e, 
Sroölftel in ber erften, ^unbertunboierunboierjigftel in ber gmeiten, S^aufeubfieben^ 
l^unbertad^tunban>an)igfte( in ber britten ©teUe, u. f. n>. ^al^er bebeutet bie i^uobeci^ 
matgal^l 7z08,5e4 fotgenbe ^ecintaljal^I: 



7 X 1728 


12096 


+ 10 X 144 


1440 


-h X 12 





+ 8 X 1 


8 


+ 5X A 


A 


+ 11 X ih 


iWr 


+ 4 X j^s 


Th 



13544«i 

$ra!tif(be ^ebeutung !önnen anbere gal^If^fteme, alg ba§ ^ecimalfpftem/ nid^t 
erlangen, weti bie SaJ^lwörter ber Äulturfpradjen auf baä 2)ecimalf9ftem gegrünbet 
finb, unb in einer gegebenen ©prad^e tiidot n)ia!ürUd9 neue SBörter gebUbet n)erben 
lonncn. 

§. 15. Slbbition unb ©ubtraf tion ber 2)eci== 

malbrüd^e. 

!♦ SBie man einer ju ben einem, ^t^mx ju ben 3^^ttern u. f. f. 
bei ganjen 3^^^^ abbiert, f abbiert man ^t^ntü ju ben S^l^nteln, ^nn* 
bertel ju ben ©unberteln u. f. f., inbem man von ber niebrigjien ©tette 
anfängt; j. S. 
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27,568 
+ 5,874 



33,442 

8 -h 4 Xaufenbtel == 12 ^^aufenbtel = 1 §unbertcl -h 2 ^aufenbtel 

1 + 6 + 7 i&unbertcl = 14 ©unbcrtcl = l 3«^tttel -f- 4 ^unbertcl 

1 + 5 + 8 Scl^ntcl = 14 3c^ntel =« 1 einer + 4 3c]^tttcl 

1+7 + 5 @iner = IS ®iner = 1 Seiner + 3 @incr 

1 + 2 S^^^^ =* 3 S^f^mv 

35,894 27,568 

+ 0,1307 + 1,232 

36,0247 28,8 

S)ie S^^i^t^ufenbtel be3 etften Seifpiete bleiben ungeanbett; bie 
SluUen am ©nbe be8 lefetem lönnen roeflbleibett. 

2. ebenfo fubtral^iert man 3^^«tel t)Ott Betiteln, ^unbertel t)Ott 
^unbetteltt u. f. xo., inbem matt, wenn nötig, l 6iner = 10 3^^t^l 
-= 100 ißunbertel . . , ober i B^^titel = 10 ^unbertel . . ju ^ilfe 
nimmt (borgt); j. S5. 
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— 0,734 — 


0,794 



0,8 0,206 

S)ie Sltttten am (Snbe lönnen wegbleiben. Statt l l^at man 1,000 
ju nel^men. 

S3ei biefen Sfted^nungen jeigen bie S)ecimalbrü(§e befonbern SSorteil 
t)or ben gemeinen Srüd^en. 

§. 16. SÄultiplifation ber 2)ecimalbrüd^e. 

!♦ Um einen 3)ecimalbrud^ mit 10, 100, 1000, . . ju multipU^ 
eieren, rildt man baS Äomma 1, 2, 3, . . ©teilen weiter red&t^, j. 33. 

7,23 X 10 = 72,3 11,5 x 10 = 115 0,007 x 10 = 0,07 
1,0073 X 100 = 100,73 0,0067 x 100 = 0,67 
0,723 X 1000 = 723 0,723 x 10 000 = 7230 

2)enn inbem man mit 10 multipliciert, werben atrö ^H)ntxn ^unberte, 
au2 ©inern 3^^tter, au« 3^5«t^l^ ®i«^^/ ^^ ^unberteln ßel^ntel, u. f.w. 
unb bie ©inl^eiten jeber ©teile gelten in ©in^eiten ber näd&ft l^öi^ern 
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©teHe über. Stirem man mit 100 multtpUciert, gelten bie @in]^eiten 
jeber ©teile in ^inl^eiten ber 2tett pi^ern ©teile über u. f. f. 

Umgelel^rt: um einen SDecimalbrudö burd^ 10, 100, lOOO, . . ju 
biüibieren, rüdt man baS Äomma l, 2, 3, . . ©teilen weiter linfö. 

17,23 : 10 = 1,723 7,23 : 10 = 0,723 

17,23 : 100 = 0,1723 17,23 : 1000 = 0,017 23 

0,03: 10 000 = 0,000 003 

S)ieje siegeln folgen aud& au« ben allgemeinen Siegeln §. 10. 

2. Um einen 3)ecimalbrud& mit einem S)ecimalbru($ 
ju multiplicieren, multtpliciert man benfelben mit ben einjelnen 
©teBen beiS SWultiplifator, von ber l^öd^ften big jur legten, mad^t in 
ber erpen 3^^^ ^^ 5ßrobuft« baS Äomma, rüdt jebe folgenbe S^ile 
be« 5ßrobuIt« eine ©tette weiter red^t« l^inauj^, unb abbiert bie einjelnen 
5Probufte. 

3Rultipliciert man {uerft mit @inern, fo beplt baS Äomma ben 
$la|, ben e« im SKultiplifanbu« l^atte, j. 8. 

''''^ ■ ' mil 7,543 . 6 = '''^ ■ « 



45,258 . * ' ' 1000 

aWultipliciert man juerft mit ^t^mxtif ^unberten, . ., fo fefet 
man ba« Äomma i, 2, . . ©tetten weiter red^t«, j. ©. 

7,543 . 40 7,543 . 800 _0^763^. 2000 
301,72 6034,4 1152,6 

meil 7,543 . 40 = 75,43 . 4, U. f. TO. 

3Rultipliciert man juerft mit 3^^^t^l^r ^unberteln, . ., fo 
fefet man ba« Äomma l, 2, . . ©teilen weiter linfä, j. 8. 

7,543 . 0,2 7,543 . 0,05 7,543 . 0,007 

1,5086 0,37715 0,052 801 

weil 7,543 . 0,2 = 0,7543 . 2, u. f. W. 

ajlultipliciert man ferner mit ben auf bie Pd&fie folgenben ©teilen 
be« aJlultiplifator, fo l^at man jebe neue 3^ile ht» 5ßrobuft8 eine ©teUe 
weiter red^tä au8üurüdten. 3- *• 



7,543 . 46,25 
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13875 



348,86375 348,86375 
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62 500 . 0,001 28 = 625 . 0,128 

62,5 
12 50 
5 000 



80 

SKan ttttttttit 625 . 100 ftatt 62500, uttb ttiuUlpUciert bett Srud^ 
mit 100. S)ie 5RuIIen am Snbe bleiben weg. 

15,743 . 322,69 = 1574,3 . 3,2269 

3Ran lann ben einen gaftor butd^ 100 bit)ibieren, wenn man ben 
anbetn mit 100 multipliciert. 

9Ran !ann nad^ ber allgemeinen Siegel §. 12, 2 bie 3^^^^^ (d^nje 3^^^^) 
multiplicieren unb xhv ^robuft burd^ baä $robu!t ber 9'iennet bioibieren, b. I^.Jooiel 
©teKen burd^ ba3 5comma vom $robuIt bet 3^^^^^^^ ^^4^^ aBfd^neiben, alä Sntd^- 
fteUen in beiben f^altoren sufammengenomnten Dovl^anben finb. ipat 9. S3. ber eine 
f^altor 3, ber anbere 4 93ru(|ftellen , fo l^at bad ungefür^te $robu!t 3 + 4 b. i. 
7 Srud^ftellen; benn ber SRenner 1000 mtt bem SRenner 10 000 multipliciert giebt 
ben ^Renner 10 000 000, welcher ber 7ten 93rudjftelle julommt. 3)iefeS SBerfa^ren ift 
aber für baS pra!tifd^e 9led^nen nid^t au empfel^len, n)eil eg Bei ber abgeülrjten Ttnlix^ 
plüation (§. 18) nid^t ol^ne n)eitered anmenbbar ift. 



§.17, ©ioifion ber 2)ecimalbrüd^e. 

1* 3ft ber ®it)ifot eine ganje S^^l f^ P^bet man 
bie ganje Sal&l be^ üuotienten, inbem man bie ganje S^^^ be3 ^xr>u 

benbu^ bioibiett; 
bie 3^^tttel be8 Duotienten, inbem man bie B^^^tel beS ©iDibenbuÄ 

mit ßinfd^lufe be« (SinertepeS bioibiett; 
bie ^unbettel beiS Quotienten, inbem man bie ^unbertel be£ S)iDiben^ 

bu3 mit ©nf(%lu6 bea S^i&^t^l^^ft^* bioibiett, n. f. m. gel^len S3tttd&«^ 
jietten im SHoibenbu* jut ^Jottfefeung bet SDioifion, fo l^ängt man 
3fluIIen an benfelben (§. 14, 4). 3. S3. 
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1 . . . 

aSie weit man bie Sbifiott, wenn fie nid^t aufgellt, fortjufelen 
l^at, pnflt Don bet SRatut bet Slufgabe ab. 3Ran benufet ben 5fteft, 
um ben beteiä&neten üuotienten fo genau atö möglid^, ben geißlet be«*» 
felben fo Hein ci\& ni0glt<ä& ju mad^en (t)ergl. §. 3, 4). ©enügt e« j. 35., 
ben Quotienten t)on 326,74 : 28 h\S> auf S^^tttaufenbtel ju bered&nen, 
unb barf man bie ^unberttaufenbtel be^felben atö unmerflid^ Hein x^tx- 
nad^läfrtgen, fo ijl al^ Quotient ll>6693 unb nid&t 11,6692 anjugeben, 
weit bei bet legten SDioifion 80 : 28 nä^et 3 afö 2 ijl. S)et gel^ler 
be« Quotienten 11,6693 beträgt weniger al« i gel^ntaufenbtel unb ift 
fo Hein ate möglich, wenn man auf bie Slngabe fleinerer Srud&teile 
t)et^i(ä^tet. 3)enn inbem man 80 : 28 = 3 nimmt, Dernad^läfflgt man 
A (b. i weniger al« i) S^i&^tauf enbtel , wäl^^enb man, inbem man 
80 : 28 = 2 nimmt, |f (i>- 1. mel^r atö i) 3e§ntaufenbtel, t)ernad&'' 
läfftgen würbe. 

®benfo ijl 0,053 : 9 genauer 0,005 89 al« 0,005 88. dagegen 
ift 5 : 7 genauer 0,714 2857 atö 0,7142858. 3Ran t)ermel&rt bie 
leite ©teile beS unoollftänbigen Quotienten um l, wenn 
ber 9lejl mel^r aU bie §älfte be« ©ioifor ift S)er gel^ler 
be2 Quotienten wirb bann nid^t mel^r al« i ©inl^eit feiner legten ©teile 
betragen. 

2» Um burd^ einen SDecimalbrudö ju bioibieren, multipliciert man 
mit bem SRenner (§. 16, 1) unb bioibiert ba« 5ßrobutt burd& ben ^o^ltx, 
wie bei einem gemeinen SSrud^e (§. ll, 3). 3- ^- 
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17,4832 : 3,125 = 17,4832 . 1000 : 3125 

= 17483,2 : 3125 = 5,59 
15625 
18582 
15625 



29570 
28125 



1445 . . 
0,043 81 : 0,35 = 4,381 : 35 
0,09 : 0,3845 = 900 : 3845 

Statt 0,09 fann man 0,0900 jefeen. SRun ftnb 3845 3el^ntaufenbtel 
in 900 Se^tttaufenbteltt fooielmal enthalten als 3845 in 900. Sllfo 
fatttt man ba3 Äomma wefllaffen, nad&betn S)it)lbenbua unb S)it){fot 
gleld^namig gemad^t finb. SSetgL §. ll, 3. 

3* ©inb SJloibenbu^ unb S)it)ifor (abgefel^en t)om Äomma) rela* 
tttje 5ßtimjal^lett (§. 7, 3), unb ift bet ©toifot 2, 4, 8, 16, 32, 64, . . 
(eine ^ßotenj ber 2) ober 5, 25, 125, 625, 3125, . . (eine 5ßoten§ ber 5) 
ober nur au« biefen gal^len äufammengefefet, wie 20, 40, 80, 160, 320, 

640, . . , 50, 200, 400, 800, . . , 250, 500, 2000, 4000, . . , 1250, 

2500, 5000, 20 000, . . u. j. n)., fo ge^t bie ©imfion auf unb ber 
Quotient ift ein pottftänbiger (enblid&er) S)ecimalbrud&. S)ie 3)ioifton 
ge^t auf, xotnn j. S. 

S)ioifor 20 gieji 13, weil ü == —^ = 0,65 
^ 125 ^ 72 ^ 3%= "^^ -^ 
36 := 27 := II = 



56-35 - H = 

3n ber 2;^at finbet man 

27,53 : 20 = 1,3765 607,2 : 
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4,8576 
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4. SßJenn ber S)tDifot ptint jum 5Dlt)ibettbu8 (Steft) unb burd^ 
eine t)on 2 unb 5 t)erf(^iebene ^ßrimjal^l teilbar ift, fo gel^t bie ©i- 
oifion nid^t auf, unb bet Quotient ifl ein petioblfd^et unenblid&er 
S)ecintalbru(§, ben man fo abbrid&t, bat bet ^t^ix bie etfotbetlid&e 
Äleinl&eit l^at. 

3ft j. ö. bet 3)ioifot 7 unb bet Sfteft 3, fo fann bet jut leiten 
©teile beiS duotienten geptige Stud^ f nid^t genau in einen SJecimal- 
btud^ oetioanbelt werben, weil 7 nid^t in 10, 100, 1000, . . aufgebt 
(§. 8, 3). 3ii bet aJioifot 12 unb bet Sfteji 5, fo lann ^j aioat auf 
iH gebtad^t abet ii% nid&t genau in einen ©ecimalbtud^ oetroanbelt 
wetben, weil 300 in 1000, 10 000, . . ebenforoentg aufgellt als 3 in 
10. SDa^et lönnen bie S)ioiftonen 3,00.. : 7, 5,00.. : 12 u. betgl 
nid^t aufgel&en. 

Sei bem ©ioifot 7 Mnnen nut bie 9tefte 1, 2, 3, 4, 5, 6, etfd&ei^ 
nen. $at man ballet bi« jut 6ten SHoifion oetfd^iebene Slefte etl^at 
ten, fo bleibt bei bet 6ten ©ioifion ein Stejl, weld^et fd^on einmal mit 
einet 5RuII octfel^en unb bioibiett rootben ift. aWan finbet alfo ben- 
felben Quotienten unb Sleft wie ftül^et, benen bie übtigen Quotienten 
unb 9tejie in unaufl^ötlid^et SBiebetfel^t folgen. S)ie fid^ loiebetl&olenbe 
Steige bet einjelnen Quotienten, beten Slnjal^l fleinet iji al« bet S)ioi^ 
fot, l^eifet bie 5ßetiobe be« unenblid^en S)ecimalbtud&«. 3- S3. 



3:7 — 0,428 571 428 571 428 .. . 


oejetc^net 0, 4S 


S8 571 


30 








20 








60 31 : 33 = 


0,[93 


19 : 111 — 


0,[171] 


40 310 




190 




50 297 




111 




10 130 




790 . 




o . . • yy 




777 




31... 




130 
111 





19 



4") 
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7 : 
70 

7 


9 = 0,[7] 

• • • 


1 : 15 — 0,0[6J 
10 
100 
10.. . 


1 : 369 

10 

100 




0,[00271 


119 : 220 — 0,54r 

1190 

1100 


1000 
738 






900 

880 


2620 
2583 






2000 
1980 


370 
369 






20.. 



1 ... 

S)ie 5ßettobe beginnt mit bet ©teile, ju beten Sered^nung juerft 
eine 5lull bem SRejl ange^ngt würbe, außer wenn ber S)ioifor burd^ 
2 ober 5 teilbar ifl. 

5. Seber gemeine a3rud^ lann entmeber in einen enblid^en ober 
in einen periobifd^en unenbli(^en S)ecimalbrudö t)em)anbelt werben. 
S)enn ein SJrud^ iji ber Quotient bt& ^Sf)ltx& burd^ ben SRenner, j. 35. 
1^ = 7 : 12, u. f. m. 

Umge!el^rt: jeber periobifd^e unenblic^e S)ecimalbrud^ ift einem be* 
pimmbaren gemeinen Srud^e gleid^. aWan pnbet namlid^ 

i = 0,[l] A = 0,[0l] ^^ = 0,[00l] 
7^7 = 0,[0001 J 7^7 = 0,[000 Ol] u. f. f. 
folglid^ ift 

0,[6] = p,[l] . 6 = f = I 

0,[36] = [Ol . 36 = M = A 

0,[27q] = 0,[001] . 270 = e^ = -^ 



0,8 



l3. 



0,0 4 = 0, 



= 8, 



4] : 10 = t : 10 = A 

31 : 10 = 8i : 10 = I 



0,29[74] = 29,[74] : 100 = 29^ : 100 = füjf 

§. 18. Sled^nung mit unooUft&nbigen ^ecimal- 

jal^len. 

eine SWeffung lann nid^t üottfommen genau, f onbem nur mit einer 
burd^ bie Sefd^affenl^eit ber aReßinjirumente unb ber menfd^lid&en ©inne 
begrenjten ©enauigfeit auggeföl^rt werben. 35ie burd^ SReffung gefun^ 
benen B^^^l^^ ^^^ ^<^¥^ ^^^ ^^ JU einer beftimmten ©renje abwfirtS 
t)erbilrgt, unb muffen a\S mel^r ober weniger unooUflfinbig (fel^lerl^aft) 
betrad^tet werben. Slud^ finb eine große Älaffe burd^ Sled^nung beftimm^ 
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ter Qa^Un il^ter 5Ratut nad^ ©utnmen von unenblici^ t)lelett ©liebem, 
j. S. SEButieln, Sogarit^mett , ©inu*, bie Subolffd^e S^l&l/ bie ©runb*- 
jal^l bet natütlid^en Sogatitl^mett u. f. xo., unb lönnen folglid^ nur un*» 
t)oIljiänbifl angegeben werben, ro^nn auö) \o, bafe in iebem gegebenen 
gatte ber gel^ler unbetrdd^tUc^ iji. @« ijl notroenbig ju wijfen, n)ie^ 
weit bie burd^ Slled^nung mit unoottftänbigen S^^W^ gefunbenen S(^W^ 
verbürgt ftnb. 

Sei jleber unoojlftänbigen 3^^l ^^^^ angenommen, 
bafe ber gel^ler weniger beträgt, al« i ©in^eit ber lefeten 
angegebenen ©teile. Unter SSorauSf^feung ber UnDoIliiänbigleit 
bebeutet bemnad^ 

35 eine gal^l jroifd^en 34,5 unb 35,5 

1,427 ^ ^ ^ 1,4265 == 1,4275 

0,4700 -^ - ^ 0,469 95 - 0,470 05 

20 734 SCaufenb ^ ^ := 20 733 500 * 20 734 500 

329^ ... 329A = 329A 

aSBenn eine gal^l genauer gegeben ift, al8 e8 für einen befiimmten 
Sroerf nötig ifi, fo fann man fie t)erlürjen b. 1^. bie ©nl^eiten nie^ 
berer ©teilen meglajfen. ©abei tjermel^rt man bie jule^t bel^al^ 
tene ©teile um i, wenn in ber folgenben ©teile mel^r als 
5 pe^t. 3- S3. 

38,5764 ift naiver 38,5760 al8 38,5770, ba^er abgefürjt 38,576. 
©iefelbe Sal^l ifl naiver 38,60 al« 38,50, ba^er nod& mel^r abgefürjt 
38,6. 

pr 27 538936 f(%reibt man 27,539 aWittionen, wenn nur nod^ 
bie 3;aufenbe in Setrad^t fommen. 

0,46996 wirb abgefürjt 0,4700, mnn nur noS) bie Bel&ntaufenbtel 
in Setrad^t fommen. Sie Slutten am @nbe finb in biefem gatte nid^t 
ol^ne Sebeutung. 

Unter ber ©enauigfeit einer S^^l^ttgabe l^at man bagSSer^ 
l&ältni« ber Sal&l ju il^rem gel^ler, alfo ju einer einl^eit ber lefeten an*» 
gegebenen ©teUe, weld&e nid^t mel^r fel^lerfrei ift, ju oerfte^en. 3- ^• 
bie Slngabe 86,43 ^at bie ©enauigfeit 86,43 : 0,01 = 8643 b. ^. oon 
8643 einleiten ift nur eine nid^t ganj verbürgt. 2)ie Slngaben 86,43 
unb 0,008643 l&aben einerlei ©enauigfeit, weil 

86,43 : 0,01 = 0,008 643 : 0,000 001 == 8643 

®ie ©röfee, oon ber man weife, bafe pe 8192 gufe betragt, ift genauer 
befannt, al« bie ©röfee, oon ber man weife, bafe fie 0,3024 3oa be^ 
betragt, weil 

8192 : 1 = 8192 unb 0,3024 : 0,0001 == 3024 

Slm meiften ©enauigfeit befifeen bie aftronomifd&en angaben; bei ben 
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d^etnifd^ett unb pl^pfilalifd&en Scti^l^" ^«t man bie gleld^e ©enauiglelt 
nur in feltenen gäHen erteid^t 

1. W^bittotf uttb SitattoMoit. 

7,329 7,329 

+ 3,487 — 3,842 

10,816 3,487 

$ier fann ber geißlet ber Summe unb S)ifferenj ein l^albe« %au^ 
fenbtel überfteigen. ^ei mel^reten ©liebem n)ütbe bie Ie|te ©teile 
immer unfid^erer werben. 

0,013 74 9,243 

+ 9,256 — 0,0148 



9,270 9,228 

S)ie ©lieber werben fämtlid^ bei berfelben ©teile abgebrod^en; 
fd^on bie S^^^taufenbtel ber ©umnie finb unbeftimmbar, weil ia& eine 
©lieb nid^t bi« bp^in gegeben ift aWan nimmt ba^er 0,014 ftatt 
0,01374. 

2. a^ultiliUfation. 

@in 5Probuft fann nid^t mit größerer ©enauigf eit angegeben werben, 
ilä ba& $robuft be« minber genauen %attox& mit ber pd^fien ©teile 
be^ genaueren gaftor«. 3Ran nimmt bal^er ben ungenaueren 
galtor jum 3WultipliIanbu^, ben genaueren gattor jum 2Rut 
tiplifator, unb bered^net bie erfte geile be3 5probu!t3 wie gemöl^nlid^ 
(§. 16, 2). S)ann wirb ber SKultiplifanbuÄ mel^r unb mel&r perfürjt, 
unb t)on bem red&t« SlugjurüdEenben nur baSjenige in Sled^nung gejogen, 
ma« auf bie lefete ©teUe ber erften S^xk ©inPufe l^at. 3. 33. 

5,392 . 7,386 

37,744 

1618 

431 

32 



39,825 

3n ber smeiten 3^il^ ift 2 . 3 = 6 auiSiuritdEen, alfo wirb oben 

2 geftrid^en, unb l in 539 . 3 abbiert, weil 6 nä^er 10 afö 0. 

Sn ber britten 3^tte ift nod^ 9 . 8 = 72 auäiurüdten, alfo oben 

9 ju ftreid&en, unb 7 ju 53 . 8 ju abbieren, weil 72 näl^er 70 al8 80. 

3n ber vierten 3^tte ift nod^ 3 . 6 = 18 auiSjurttdEen, alfo oben 

3 ju preid^en, unb 2 ju 5 . 6 ju abbieren, weil 18 nffl&er 20 al« 10. 

S)ie lefete ©teile be« 5ßrobuIt8 wirb unfid^er, weil i^r möglid&er 
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geißlet bie möfllid^en geißlet ber legten ©teDen ber einjelnen Stikn in 
fid^ fd^liefet. 

0,0267 . 76,384 357 600 . 18 47o 

1,869 = 1,847 . 3,576 %au\. äRitt. 

160 5,541 

8 924 

2 129 



2,039 11 

6,606 3;aufenbmtEionen. 

3. DiHifion. 

5Dle l^öd^fie Stelle be« Quotienten roitb rote geroölinlidö (§. 17, 2) 
beted^net bie fernere 5Dit)ifion abgelürjt. 

a. 3jl ber ©ioifor genauer atö ber S)it)ibenbu8, fo roirb ber "^u 
t)ifor foroeit oerlüt^t, al8 e« jur ©ubtraftion feineiS {probuft« mit ber 
flefunbenen ©teile be« Quotienten oom gegebenen ©ioibenbu« nötig 
ift. 3wr gortfefeung ber S)it)ifion roirb nid^t ber Sleji t)erlängert, fon^* 
bern ber ffiioifor t)erfürjt. Sei ieber SDlultiplifation roirb ber (Sinflufe 
ber iulefet gejirid&enen ©teile be« SJioifor in Setrad&t gejogen. g. 85. 

0,01034 : 94,65 
= 1,034 : 9465 = 0,000 1092 
10 
103 
1034 
947 
87 
85 



2 
2 

Sin 1034 fann ntd^t angehängt roerben; man Preid&t 5 am S)i= 
t)ifor unb fubtra^iert 1 + 946 . 1, roeil 5 nf^er 10 als 0. 

Sin 87 !ann nid&t ange||ängt roerben; man ftreid^t 6 am S)it)ifor 
unb fubtral^iert 0; man [treibt femer 4 am S)ipifor unb fubtra^iert 
4 + 9 . 9, roeil 4 . 9 nä^er 40 al« 30 ift 

S)ie le^te ©teile 2 be« Quotienten (20 : 9) ifi unfid^er roegen be^ 
möglid^en ge^ler^ in ber legten ©teile htS äiefteiS. 

b. 3[ft ber S)iDifor ungenauer al« ber S)ioibenbu3, fo roirb ber 
SHoibenbud foroeit x)er{ilr}t, aliS t& }ur ©ubtraUion beS ^robuftiS aa^ 
ber gefunbenen ©teile be« Quotienten mit bem S)ioifor nötig ifl. S)ie 
SDioifion roirb fortgefefet roie oorl^in. 3- ®- 

»Qlt^cr. 1. 7. «ufl. 4 
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658,37 : 4,281 
= 658370 : 4281 = 153,8 
4281 
2303 
2141 

162 

128 



34 
34 

S)et S)it)ibenbui8 ift näl^et 658 4oo als 658 3oo, alfo bet etfte 
gieji 2303. %Sx btc jtoeite »wijtott loitb ont »imfot l , am 3leji 7 
geftcid^en. %ü,t bie btitte Z)it)if!on loitb am S)it)ifot 8, am 9ie{i 
gefttid^en unb im Quotienten baS Aomma gemalt, na(]^bem man bie 
@iner bt& SioibenbuS bioibiert l^at. ißx bie folgenbe 2)it)itton n)ivb 
am S)it)ifot 2 geilcitj^en. 

1 : 45,78 4865 : 0,273 

= 100 : 4578 == 0,021 84 == 4865ooo : 273 = 179oo 

1000 J73 = 17,9 a:aufb. 

10000 214 

9156 191 



844 23 

458 24 

386 
366 

20 

18 

Vittoenbitniien. 

1) 6 a::i^lr. 6 @gt. 9| 5ßf. a\& S)ecimaU)tU(]& eine« X^lx. bi« auf 
0,01 5ßf. genau anjugcben. 

i m- = 0,57 5ßf. 
6 ®gt. 9f $f. = 81,57 : 360 Sl^lt. 
8,157 : 36 = 0,2266. 6 S^lr. 6 @gt. 9f «ßf. = 6,2266 Sl^lr. 
72 Umgelel^tt 0,2266 33^lt. = 0,2266 . 30 

95 6,798 @gr. 

72 0,798 @gr. = 0,798 . 12 

237 9,576 Sßf. 

216 mfO 0,2266 X^lt. = 6 @gt. 9,576 «ßf. 

21 
22 
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2) 3)ai8 (mittlere tropifd^e) 3a^r l^at 365,242 22 ' (mittlere ©oti^ 
nen=^) Xage. @« fotteit bie ©tunben, aJlinuten, ©efunbeti angegeben 
werben. 

0,242 22 SCage = 0,242 22 . 24 

5,8133 ©tunben 
0,8133©tunben = 0,8133 . 60 

48,798 aWinuten 
0,798 awinuten = 0,798 . 60 

47,88 ©elunben 
1 3a^r = 365 2;age 5 ©tunben 48 aWin. 47,9 ©et 

3) 7,643 mit 3^ ju multiplicleren, ober burd^ ^ ju biuibieren. 
©ntroeber multipliciert man mit 5 unb biüibiert haS ^robuft buriä^ 12 
(§. 11, 1), ober man multipliciert ftatt mit i^ mit bem gleid^geltenben 
S)ecimalbrud^ t)on fol($er @enauig!eit wie 7,643. 



7,643 . 5 




7,643 . 


0,416 67 


38,215 : 12 = 


= 3,1846 


3,0572 




22 




764 




101 




45S 




55 




46 




70 




5 





3,1846 

Um butd^ ^ p bioibieten, tnultiplictett man mit 12 unb bioibiett 
baS $tobu!t butd^ 5 (§. 11, 3), obet man btoibiett butd^ ben gleiö^' 
geltenben S)ecimalbtu(i^. 

7,643 . 12 7,643 : 0,41667 

91,716 : 5 = 18,343 = 76 43oo : 41667 = 18,344 

4167 

3476 

33 33 

143 

125 

18 

16 

4) 7,8649 + 9^. 3Watt tonn ü nur bann untet bie $un» 
bettel abroätt« entwideln, wenn bie Sa^l ^ü ^inteid&enbe ©enauiflfeit 
befifet 



1 
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9 
27 : 38 = 0,7105 
270 + 7,8649 
266 17,5754 

40 

38 



200 
190 



10 

Um bie »tui^rei^e 1 + j^ + äii + T^O + iMIÄ + • • • 
btö auf 0,000 001 genau ju fummieten, bemerte man, ba^ 

Ä = y = ^' 2J4 = Ä • '*' '^ ^- ^- ^§- ^^' ^^- ®** elttjelnm Stücke 
muffen eine ©tette untet bie »otgefii^tlebene @renje entwWfelt werben, 
weil bie le|te ©teUe bet @umme \>nt(S) bie älbbition unfld^et vitb. 



0,5 


: 3 


0,166 6667 


: 4 


0,041 6667 


: 5 


0,008 3333 


: 6 


0,001 3889 


: 7 


0,000 1984 


: 8 


0,000 0248 


: 9 


0,000 0028 


: 10 


0,000 0003 





0,718282 

5) Semanb l&at in 3, 5, 7 3al^ren lebeÄmal 560 SC^lt. ju be- 
äal^len, unb n)ill fofort mit 5^ auf ^unbert jä^tiflem ©iiSfonto feiner 
©(i^ulb Ttd^ entlebigen. Statt 

100 + 3 . 5J b. i. ll6i Xf)U. vom 1. Äapital werben 100 Sö^lr. gejap. 
100 + 5 . 5i *» ^ nii ^ «= 2. «• * 100 ^ ^ 

100 + 7 . 5i ^ ^ 138i ^ - 3. ^ # 100 * 

S)a^er finb n^ + |^ + ^ be« Äapltal« (560 S^lr.) ju ent- 
rid^ten. 
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100 : 116i — 1000 : 1165 — 0,85837 




10000 100 : 127J = 0,78432 




9320 100 : 138J — 0,72202 




6800 2,36471 . 


560 


5825 1182,355 




975 141 883 




932 . 1324,238 





43 
35 

8 

a)ie Q<S)ült toteb fofott mit 1324 3:^lt. 7,1 ©ßt. obflcttagen. 

6) SBetttt 131 citgL SRellett = 28 pteufe. 3JlclUn, fo i|i 1 engL SW. 
= T^ pt. ÜR., 1 pt. SW. = W c«fll- 3W. 

28 : 131 == 0,21 131 : 28 = 4,7 

262 112 

18 19 

13 20 

Dl^ne gtögete ©enauigfett bec gegebenen ^^Un Imn man bte 
S)ecimalbta(i^e nid^t tueiter ftd^ec beted^nen. 

SBenn 3,186 pteufe. gu6 = l SMetet, fo ift l pt. gufe = l : 3,186 
= 0,3139 3Retct. 

1 : 3,186 = 1000 : 3186 = 0,3139 

10000 

9558 

442 

319 

123 

95 

28 

28 

7) 9lu)S ben Angaben: l pceug. ^büjoU SSaffer wiegt V PtiV-^ 
Sot alten @tilS, 1 ^bifcentintetet bavon wiegt l @rantm, foQ baS 
SSevpUniS tton Sot unb ©tatnnt beted^net wetben. 

1 ptcufe. gu6 = 0,3139 SKeter = 31,39 ©entimetet 

1 ptenfe. 3oa = ^^ Zentimeter 



1 pteufe. Äub. 3. = ^^'^^12 .^if ■ 12^'^^ ^^- ®*""'"- 



2)al^er ift 



V preul. Sot = ^^'^\^ ^\f \f'^^ ©tamm. 
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1 ni-Mifi 9ni ^^^^ ' ^^^^ ' 


31,39 . 9 rt,^^ 


1 pWUtJ. i,Ot 12 . 12 . 12 . 11 ""^^ 


31,39 : 12 — 2,616 . 2,616 


6,844 . 2,616 


73 5,232 


13,688 


19 1 570 


4106 


7 26 


68 


16 


41 



6,844 17,903 

17,903 . 9 
161,13 : 11 = 14,65 
51 
71 
53 

@ltt pteufe. Sot beträflt 14,65 ®tamm, t)orauÄgefe|t, bafe bie S^^l 
V l^lnreid&enb flenau ift. 3tt aOBal&ti&ett beträgt ba« preufe. Sot nur 
14,626 ©ramm, toell im franj. ©pjiem bid^tefte« SBaffer (4<> C), Im 
preufe. elftem minbet bid^te« SBaffer (I8i<> R.) t)oratt«8efe|t wirb. 

8) 3u 5Reufilbet nimmt man 53,4 5ßrocent Äupfer, 29,1 ^oc. 
8inl unb 17,5 5ptoc Sflidel. SBieDiel von biefen SWetallen braui^t man 
ju 1200 5Pfb. Sfleufilber, xotm beim ©(J^meljen ein SSerlup non l^ 5Ptoc. 
eintritt? 

Statt 98,5 5ßfb. jebe« aRetaO^ pnb 100 ju nehmen, folglid^ 

53.4 . 12 . ^ 5ßfb. Äupfer = 650,3 

29,1 . 12 . ^^ 5Pfb. 3tnt = 354,4 

17.5 . 12 . ^ 5ßfb. Sflidtel = 213,2 

^^'^ 1218^ 

3Ran bered^net 12 000 : 985 = 12,18 unb multipliciert biefe Qa\)l 
mit ben 5ßrocenten. 



Stoetted ^uü^. 



Mgetneitte i^nt^metit 
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1 preufe. Sot = 3M9 . 31 39 .31,39 . 9 ^^^^^ 

12 . 12 . 12 . 11 

31,39 : 12 = 2,616 . 2,616 6344 . 2,616 

73 5,232 f3,688 

19 1 570 4 106 

7 26 68 

16 . 41 

6,844 17,903 
17^903 . 9 
161,13 : 11 = 14,65 
51 
71 
53 

ein pteufe. Sot beträflt 14,65 ®tamm, t)oraug8efe|t, ba^ bie Sß^l 
V l&intei(%enb genau ift. ^n SBal^tl^eit beträgt ba& preu^. Sot nur 
14,626 ©ramm, well Im ftanj. ©#em bld^tefte« SBaffer (4^ C), Im 
preufe. ©pfiem mlnber bld^teä SBaffer (18|^ R.) t)otatt«9efefet mltb. 

8) 3w Sfleufllbet nimmt man 53,4 5procent Äupfet, 29,1 ?ßtoc. 
8lnl unb l7,5^toc3fll(feL SBleolel pon blefen SWetaHen braud&t man 
ju 1200 5{Jfb. 9leufllber, menn beim ©d^meljen ein SSetluft von li ?{5roc. 
eintritt? 

Statt 98,5 5Pfb. jlebe« STOetaH« flnb 100 ju nehmen, folglld^ 

53.4 . 12 . ^ 5pfb. Ättpfer = 650,3 

29,1 • 12 . ^ $fb. 3lnl = 354,4 

17.5 . 12 . ^ 5ßfb. SRldel = 213,2 

^^'^ 12l8" 

3Kan bered&net 12 000 : 985 = 12,18 unb muttlpllclert blefe Sal^l 
mit ben 5procenten. 



Btoette« ^uü^. 
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§. L ©runbbeötiffe. 

1. 3n)el 5Dinge fönnen in $lnftd&t i^rer Dualität (»efd^affett'« 
l^eit) uttb Quantität (©röfee) t)erglid6en wetben. 3« anfe^ung i^ter 
Dualität finb ftc gleid^artig, xotnn ganj obet teilraeiie eine« für 
ba« anbete gefefet werben lann, ungleid^artig, xo^nn bie« nid^t bet 
^att ifr 3n Slnfe^ung i^tet Quantität Reißen fie ©töfeen unb finb 
©egenjlanb ber matl^entatifd&en SBiffenfd^aften. 

©leid^artige ©röfeen finb entroeber gleich ober ungleiiä^; t)on 
ungleid^en ©röfeen ift biejenige bie größere, von raeld^er ein %ül ber 
anbern gleid^ ift. S)a« Urteil, baß bie ©röfee A ber ©röfee B gleid^ 
ift bafe eine für bie anbre gefegt werben lann, wirb eine ©leid^ung 
(aequatio) genannt, unb A = b bejeiiä&net. ®ie oerglid^enen ©rögen 
l&eijsen bie ©eiten (linfe unb redete, membra) ber ©leid^ung. S)a§ bie 
©röfee G größer al« bie ©röfee D {D Heiner atö C) ift, wirb burdö bie 
Ungleid^ung C ^ D bejeid^net S)aß bie ©röfee G jwifd^en ben 
©renjen B unb D liegt, me^r als jene unb weniger als biefe beträgt, 
wirb burd^ bie SSegrenjung B <, G <i d angegeben. 

2. SDie aWenge gleid^artiger S)inge wirb burd^ eine 3 ^^l beftimmt. 
S)a« mel^rmal SSorjufieHenbe l^eißt ©inl^eit unb ift entweber ©inS 
ol^ne nähere Seftimmung (unbenannt, abftralt), ober eine beftimmte 
©röße (benannt, fonfret), j. S5. ^t^^ntx, S)u|enb, SC^aler, ©ulben, 
gufe, ©rab, ^Bfunb, ©tunbe u. f. w. ©ine '^a\^\ ijl größer al« eine 
anbere, wenn fie me§r ©inl^eiten entl^ält, als bie anbere. S)ie unbe^ 
nannten ^(ü)ltti bilben bie ol^ne ®nbe auffteigenbe natürlid^e '^a^* 
lenreil^e. Um bie natürlid^en ^a^^ltn mit wenig SBörtern unb 3^^** 
<3&en (3iffern) mitteilen ju fönnen, ^aben bie gebilbeten SSölfer baS 
2)ecimalf9ftem angenommen, na(^ weld^em jel&n (Siner als ein 3^^^^^^ 
jel^n 3^^tier als ein §unbert, jel^n ^unbert als ein S;aufenb, taufenb 
SCaufenbe als eine aRittton, mittion aRiHionen als eine SJittion, million 
SBiEionen als eine SCrittion u. f. f. betrad&tet werben. 

^ie ©necken Be^ic^neten, wie bie femitifd^en SSöIfer, bie ©inet, 3^^^^^^' ^^"^ 
berte burd^ je neun iBu(^fta5en il^reg ^Ipl^obetS ; bie ä:auf^be burd^ bie ^tx6^tXK ber 
@iner, benen ©trid^e Beigefügt würben, bie gel^ntoufenbe u. f. w. wiebemm burd^ 
bie ^tx^tn ber @iner. Seltner u. f. xo,, benen ber 9iante SW^riaben j^injugefügt 
würbe. 2)ie SlBteiluncf großer gal^len nad^ SK^riaben ift »on anbern SBößem nic|t 
nad^geaj^mt roorben. feie Slömer Bejeid^neten einen ®incr, einen 3^'^*^^^/ ^i^ S"*^' 
bert, ein taufenb, femer fünf ®iner, fünf 3«^«er, fünf ^unberte burd^ ©c|rift8eid^en, 
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toeld^e fpätet oon getoiffen Sud^ftaben beg gemeinen SClpl^abetS nid^t mel^t unterfd^ie« 
ben n)uvben; t>ier unb neun @iner n)urben bur(^ @inS vor fünf unb jel^n bargefteQt 
u. f. xo. 

^iefe ©d^teibatten finb feit bem 12ten gal^tl^unbert ber d^nfUid^en S^it^^c^ttung 
burd^ bie t)on ben Wcahexn oerbveitete inbif^e ©rfinbung Detbtängt, na^ n>eld^er bie 
(^iner butd^ befonbere Reichen, bie Qef^mx burd^ i§ren Ott jut 2xtden ber @iner, bie 
^unberte, ^aufenbe u. ], w, burd^ il^ren Drt jur Sinfen bet S^f^nev, $unberte u. f. n). 
unter ^nfül^rung bed ^el^nten S^^I^S^ic)^^^ ^ angegeben werben, ^ie B^I^^^^^^ 
aWittion, »ittion, . . , SÄißiarbe (taufenb aRiUionen) ftnb neuere Silbungen. a)aS 
SBort SRiQion bebeutete im 16ten Sal^rl^. in ber vulgären @^rad^e eine (S^elbfumme; 
als ah^afte^ ^af)lmoxt l^ateS erft im IStengal^r]^. xn bie Sted^enbüd^er allgemeinen 
Eingang gefunben. äJKUtarbe unb 93illion !ommen in fran^öftfd^en S3äd^em bed 16ten 
Sal^r^. Dor. SSergl. bie SluPt^e beg ^erf. in ben Sei))). Sendeten 1865 unb 3m 
neuen 9leid^ 1871 p. 617. 

3* S)le Sal^len unb ll&re aSetbinbuttgen finb Oegeniianb bet Slrltl^^^ 
mttil (Sine S^i&lenoetbtnbuttö augfül^ren (operieren) l^eifet redönen. 
Sur Sejetd^nung ber augjufül^renben 3ci]^Ient)erbinbungen finb bepimmte 
Sfted^nung^jeid^en eingefül&rt 3^^^^^ iw allgemeinen, b. 1^. von un* 
benimmt t)iel ®inl^eiten, werben burd^ t)erfd^iebene Sud^ftaben (grofee, 
fleine, nummerierte) bejeid^net, j. S3. 

ABC 
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3)al^er nennt man bie allgemeine 2lriti^metif aud^ Sud^ftabenred^«* 
nung (arithm. speciosa, universalis), im@egenfafe jur gemeinen Sfted^en* 
fünft (logistica, arithm. numerosa), weld^e von jener eine 3lnn)enbung 
ifl. Unter pi^erer Slritl^metif (Sal^lenlel^re, theorie des nombres) t)er^ 
ftel^t man bie Seigre t)on ben ©igenfd&aften ber ganjen 8^Wn unb ganj* 
jal^ligen gormen. 

Sei ©uclibeä werben allgemeine 3^^^^»^ ^^^«^ ©trcden bejeid^net, unb 3^1^' 
lent)erbinbungen burd^ ^onftrulttonen erlöutert. ^iopbantuS (in ber ^weiten igälfte 
beS 4ten gal^rl^. n. (^l^r.) gebrandet bie ^nfangSbud^ftaben unbeftimmter ©rö^en als 
SaJ^ljcid^en, weld^e gegen ben 2lnfang beS HKittelalterS numeri cossici (cossa, cosa, 
chose), fpäter species genannt würben. 3)eutlid^ere Slnfänge ber SBud^ftabenred^nung 
finben fic^ nad^ ©infü^rung beS inbifd^en ^Igoritl^muS (®em. Slritl^m. §. 14) bei Sie- 
giomontan 1460 (a^orithmus demonstratus. il'^ümberg 1534. SSergl. Cliasles 
aper^u bist. p. 621 ber beutfd^en überf.), unb ©tifel (arithm. integra 1544 fol. 
252), in größerer SluSbel^nung bei SSieta in ber jweiten ^älfte beS 16ten ^a^x^. 

4. S)ie ©äfee ber matl^ematif (%en SBiffenfd^aften finb entweber ® e*» 
finitionen, ober Sil&eoreme, ober 31? iome. S)ie Definition {ogig- 
fiiog, erllärung) bient jur S3erjtänbigung über einen jufammengefefeten 
SSegriff. ®in S:i^eorem {9^ecoQr}(xay Sel^rfafe, ©a|, propositio) Inüpft an 
eineaSorauÄfefeung {ino&eacg) eineSJe^auptung (^eatg). Sljiom (a^/w^a, 
©runbfafe, §9pot^efe) ifi eine Sel&auptung, beren Slnerlennung. burd^ bie 
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§. 2. SDie «Summe. 59 

©unitne ber getnadöten SSSal^mel^munflen (©rfal^rung, ifineiQia) fleforbett 
TDlrb. 2)ie gerül^mte 9li(]&ttgfeit ber matl^ematifd^ett SBiffcufd^aften betul^t 
batauf, bafe jie eine äufeerft geringe %xicä)l t)on 2lfionien entl^altett, unb 
bafe il^re 3;i&eoteme fid^ (Iogtf<ä&) beweifen unb (empitlfd^) prüfen laffen. 
S)er Setoei« (aTrocJ^i^tg, demonstratio) wirb birelt gefüi^rt, wenn 
man au^ ber SSorauSfe|ung burd^ ©d^Ulffe bie SBel^auptung ableitet; 

inbireft (apagogifd^, aTcaywyri, deductio ad absurdum), xottiti man 

au& ber Verneinung ber Sel^auptung burd^ ©d^lüffe bie SSerneinung ber 
2Jorau«fe|ung ableitet. 5Die matl^ematifd^en ©d&lüjfe (avXloyig^og): 

wenn A = B unb B = C (praemissae), fo Vji Ä = C (conclusio); 

wenn ^ > ^, ^ > C, fo ifi ^ > C; ©leid^e^ um ®leid&e8 Dermel&rt 
ober oerminbert giebt ©leid^eÄ, u. f. f., entfpringen auS bem Segriff 
ber ©leid&l^eit (l). 3Had& il^rem SDlufter l^at man feit Slriftotelei^ aud& 
für anbre ©ebiete ©d^lüffe ju bilben t)erfud&t (Sogil). 

äbgefel&en t)on biefen auä bem Segriff ber ©leid^^eit l^eroorgel^en^ 
ben ©d&lüffen bebarf ber erfie S;eil ber matl^ematifi^en SBiffenfd&aften 
(äritl^metil, Sllgebra, 3lnalpfi^) leiner Slyiome, mäl^renb bie folgenben 
Seile ((Seometrie unb 9Ked&aniI) nid^t ol^ne einige 2lfiome begrünbet 
werben lönnen. 

3n bcn älteren SJarftettungen bebeutet corollarium ein Xf^eovem, weldJeS einem 
anbern untergeorbnet unb au3 bemfelben leicht ableitbar ift; lemma (ju Xccßßdvw) 
ein X^eorem, toeld^eS einer anbem 9ieil^e angel^örig jur 93egrünbung eineg Xl^eoremg 
Dorauggefd^idK n)irb. 

§. 2. ®ie Summe*). 

(eeid §. i mf> 7.) 

!♦ S)ie ©umme jweier S^^^^ entfielet burd^ ^injujäl^len (3lb- 
bition) ber ©inl^eiten ber jweiten QdS)l ju ber erften 3ci^l. Seibe ^^^^ 
len l^eifeen ©lieber (termini, termes) ber Summe. S)ie Summe ber 
3al^len a unb b wirb bejeid^net a + b, gelefen a plus b. 

2. ®ie ©lieber einer ©umme fönnen nid^t anberS al« gleid^benannt 
fein, bie ©umme ift mit ben ©liebern gleid^benannt. 

3» S)ie Drbnung ber ©lieber einer ©umme iji beliebig: 

a -f- 6 = b -\- a 

a-\-b-\-c = b'^a-\' c = a -\- c -{- b 

S)enn bie Sfteil^e von a ©inl^eiten, ju benen b ©nl^eiten abbiert worben. 

123 al*23 b 

s^ v.> v.^ v,^/ \^, v.^ \,^ s,^ 

1 + 1 + 1 + .. + 1 + 1 + 1 + 1 + .. + 1 



*) gür ben ^vst^ ber ©inübung finb bei ben ^aragrapl^en be3 jraeiten unb brit« 
ten Sud^g bie entjpred^enben ^ara^rap^en t)on $eig* Sammlung von Seifpielen unb 
Slufgaben aug ber allgemeinen ^ritl^meti! unb Algebra angegeben toorben. 
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erfd^eint vom @nbe auS als bie Stetige ton h @inl^etten, ju betten 
a (Stttl&eitett abbiett worben. 

SDie Summe a -\- h + c etfd&eint ttt^it nur al8 Summe ber 
©liebet a + 6 unb c, fonbem au(ä^ alä Summe ber ©liebet a unb 
6 + c, uttb ifl ballet gleid^geltenb mit 6 + a + c unb a -{- c -{- b. 
au« einet flegebenen Slnotbnung ber ©lieber lajfen fid6 babur(]^, bafe 
man bie pä|e t)on benachbarten ©liebern t^ertaufc^t, aQe möglid^en 9ln^ 
orbnungen ableiten. 

§. 3. 2)a§ ^robuft. 

Ceef« §. 3 ttüD 15, 8-16.) 

1* ^Probult l^ei^t bie Summe oon glcid&en ©liebem. 3)aS 
mel^rmal gefeite ©lieb l^eifet SRultiplilanbuiS, bie Slnjal^l ber glei^ 
d&en ©lieber 3Kultiplifator. 5J)a« ^robuft ber ^(äjltn a unb h 
b. 1^. bie Summe t)on h ©liebern, beren jebeiS a ift, wirb bejeid^net 
ah ober a . b ober axh, gelefen « multipliciert mit b ober imal a. 
S)a« 3Kultiplifation3jeid^en lann nid^t fel^len, wenn ber SJKultiplifator 
eine gemeine ^di^l ift 

a . 2 = a + a 

1 2 S b 

■y^mf s../ %«> S«< 

a6 =a-j-a + a + ..-j-a 

2* ©in SKultiplüator fann ni(ä^t anber« atö unbenannt fein, ba« 
?ßrobuft ift mit bem aRultiplilanbu« gleic^benannt (§. 2, 2). 

3* 3Kultipli!anbu« unb 3Jlultiplifator lönnen ol^ne Snberung be« 
5ßrobutt8 t)ertaufd&t merben unb j^eijsen be^^alb gaftoren be8 $ro* 
buft«. S)ie Drbnung ber galtoren eine« ^probuft« ift beliebig: 

ab = ha 

atc = hac = ach = . . . 

5x3 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 3x5 

+ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 

+ 1 + 1+1 + 1 + 1 

5Denn 3 3^tt^w ^on je 5 ©inl^eiten erfd&einen oon ber Seite betrad^tet 
als 5 Äolonnen von je 3 ©in^eiten. ©benfo finb c Seilen von je b 
©liebern a jugleid^ b Kolonnen von \t c ©liebern unb enthalten ju- 
fammen bc ©lieber (§. 2, 3). 

3Kan fd^reibt geroö^nlic!^ 2a, 3a, . . fiatt a . 2, « . 3, . . , fo bafe 
5a = 2a + 3a u. f. to. Um mit bc ju multiplicieren, fann man mit 
b multiplicieren unb ba« 5ßrobu!t mieberum mit c awan finbet 3a . 26 
== Qab, u. f. m. 
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äßenn baS $robu!t von n $a!toren von ber 3lnorbnutta bev Operation unab« 
pnöiö ift/ fo ift aud^ baS ^robult t)on n + 1 ga!toren a, o, c, d, e, . , uon ber 
^norbnung ber Operation unabl^önaig. ^an fü^rt biefeS ^robuft auf ein $robu!t 
von n 3a{toren baburd^ gurüdl, ba$ man enttoeber a mit h, ober a mit einem m-- 
bern ^^aftor c, ober ein anbereS $aar t^aüoren c mit d %\x einem $robu!t vereint. 
9^0(1^ ber Soraugfe^ung ftnbet man gleite $robu!te au§ ben (Spftemen von f^aftoren 

ah, c, d, e, . . unb abc, d, e, , , 

ae, b, d, e, . . unb acb, d, e, . , 

a, b, cd, e, . . unb ab, cd, e, . . 

ah, c, d, e, , . \xx(b ah, cd, e, . . 
9lun ift acb = abc, foIgUdJ ftimmen alle biefe ?BrobuIte von n gaüoren überein, unb 
bag $robu!t von n 4- 1 Sa!toren ift von ber Sinorbnung ber Operation unabl^ängig. 
^iefe Unabpngigfeit finbet aber bei 3 ^altoren ftatt, alfo aud^ bei 4, 5, . . gaftoren 
(2)iridjret 3a^lentl^eorie von 2)ebe!inb §. 2). 

§. 4. Sic ^otenj. 

(teid §. 5) 

5ßotenj l^eifet ba^ 5ßrobuIt t)on gleichen gaftoren. S)er mel^rmal 
gefeite gaftor l&elfet S)igttanbu3, bie Slnjal^l ber gleid&en gaftoten 
©fponent S)igTtanbu8 , ©fponent unb ^Potettj fönnen nic^t anbete 
a\& unbenannt fein. S)ie Me 5Potenj t)on a, b. 1&. bog ^probult non h 
galtoren, beten ieber a ift, wirb bejeid&net a^, gelefen a potenziert mit ft, 
ober a jur ftten (5Potenj), ober a l^od^ 6. S)ie erjle 5ßotenj einer 3<^^l 
iji bie ^cS^l felbft; bie peite 5ßotenj ber 3<^^l w^itb i^r üuabrat ge^ 
nannt bie britte ÄubuS, bie oierte Siquabrat. ©oefficient einer 
Motens l^ei|t ein t)on bent S)ignanbud unabl^ängiger gattor ber ^otenj 
ober ba3 5Probu!t fold^er gattoren. 

a^ = aa, a^ = aaa, a^ = a^a = a^a^ 

12 3 b 

>«* v^ ^^ «..^ 

a^ = a a a . . a 
3a . 2a = 6«^, 2a62 ^ 7^253 ^ HaS^s^ ^b^ = ^b+i 

S)ignanbu« unb ®fponent fönnen im attgemeinen nid&t oertaufd^t 
werben. ®8 ift jwar 2* = 4^, aber 2^ ift oon 3^ oerfd^ieben, u. f. m. 

§. 5. 2)ie inbireüen Dperationeti* 

(^eid §§. 2. 4. 41. 56) 

1. SBenn bie ©umme unb ein ©lieb gegeben Ijl, fo laßt fi(ä^ ba« 
anbere ©lieb beftimmen, inbem man ju bem gegebenen ©liebe ein l^in^ 
reid^enbe« ©lieb (S)ifferenj) abblert. 

2. SBenn ba^ 5ßrobuft unb ein gaftor gegeben ift fo läfet fid^ ber 
anbere gaftor beftimmen, inbem Man ben gegebenen galtor mit einem 
l^inreid&enben gaftor (Ouotient) multipUciert. 

3* aSBenn bie 5ßotenj unb ber ©jpponent gegeben ift, fo lä^t fid^ ber 
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S)tgnattbu8 bejHmmen, tnbem man eine l&itttetd&enbc 3<J^I (aBurjel) 
mit bem gegebenen ©jponenten potenjiert. 

3&tnn bie ^Potenj unb ber S)ignanbu^ gegeben ifl, fo läfet ftd^ ber 
©yponent befiininten, inbem man ben S)ignanbu8 mit einer l^inreiilenbett 
Sal^l (Sogaritl&muiS) potenjiert. 

Sluf ba« 5{5otenjieren gtünben fid^ jroei inbirefte Operationen, meil 
S)ignanbua unb ©fponent niiä^t oertaufd&bar finb. 

§. 6. 2)ic %oxmtln. 

(^eid §■ 6.) 

1* gormel (formula, forma) l^eifet eine SSerbinbung vonS(^^ltn 
burd^ SRed^nungÄjeid^en, j. 35. a + b, ab, a^. ©in ?Probuft (^otenj) 

l^eifet einteilig (mononomium, Derlürjt monomium); eine ©umme 

l^ei^t nad^ ber Slnjal^l tl^rer ©lieber jroeiteilig, breiteilig, Diel«* 

teilig (binomium, trinomium, polynomium). 

2. gormein toerben mie einjelne Säud^Paben burd& Sled^nungS*' 
jeid&en oerbunben, nad&bem man fte in Älammem eingefd^loffen l&at 
(Ttagev-d^eatg, 5ßarentl^efe). 3ur @mfd&lie6ung oon ^Parentl^efen gebraud&t 
man ftlammern oon oerfd^iebener ©efialt. ®ie ©infd&Uefeung ifi un^ 
nötig, menn eine Summe ju abbieren, ein $robuft ju multiplicieren iji 
(§. 2, 3 unb §. 3, 3), j. S5. 

a -{- (b -\- c) = a -{- b -{- Cf (ab)c = a{bc) = abc 

Sei Eucl. X, 37 wirb bie aweiteilige gormel a + Yb al8 ix ovo ovofxa- 

rtov (exbinis nominibus) Bejeid^net; baoon ift baS SBort binomium geBilbet, beffen 
befonbcrer ©tun Big ins 18te Sa^rl^unbert fid^ erl^alten §at. 2>ie ridjtigeren BiU 
bungen uninomium, multinomium l^aBen feinen ©ingang gefunben. SBieta (1580) 
machte ilBer bie «ifammengel^örigen ©lieber ©triebe, wie jte nodj Bei ben SBurjeln 
ber mel^rteiligen ^ovmeln geBrauät werben, ^er @eBraud^ ber Stlammexn, wel^e 
fett bem 17ten gal^rl^unbert (t)ergl. Flügel mat^. SB. I. p. 52) t)or!ommen, ift im 
18ten gal^rl^unbert allgemein geworben. 

^ie je^t geBröu^lid^en dtec^nungg^eid^en finb fämtUd^ nad^ ©rfinbung beS 
S3üd^erbru(!3 eingefül^rt worben. £aS ©letc^BeitSseid^en (=)/ n)el(Beg ^uerft 9{ecorbe 
1552 geBraud^t l|at (oergl. J^IügeC matl^. SÜß. I. p. 42), lam erft 100 gal^re fpäter 

in allgemeinem ©ebraudj. S)aS Ungleid^J^eitSjei^en (<<) fommt im 3lnfange beS 
ITten Sa^rl^unbertg Bei §arriot cor (Älügel Lp. 50). 2)ie SBörter plus unb 
minus würben in Italien unb ^^anfreid^ ^uerft burd^ bie SlnfongSBud^ftaBen p unb 
m, in 2)eutf4lanb aBer fdjon in ber »weiten öälfte beS 15ten gal^rl^unbertS ourc^ 
+ unb — öejeidjnet (oergl. SJroBifd^ de Widmanni compendio 1489 edito- 
1840 p. 20). SDiefe 3^^^ werben iebod^ einem Beftimmten ©rfinber nid^t 8uge= 
f (^rieben, unb finb beSl^alB oieEeid^t nichts weiter ald Deformation jener Sud^^ 
ftaBen. ©ine anbere SCnfid^t üBer ben Urfprung berfelBen 8^^^ ^^^t be Morgan 
(Athenaeum n. 1931 p. 565, 1864 Oct. 29) angebeutet. 

Die S^f^^t^^^f^^u^ung ber f^aftoren eines $robu!tS ol^ne 9led^nung3)eid^en 
finbet fid^ Bei ©tifel ariöim. 1544 fol. 225; baS SUhiltipIüationSaeidjen (x) !ommt 
Bei Dugl^treb (clavis math. 1631), ber $unlt Bei SeiBnij in ber jwetten ^älfte 
beS ITten Sc^^rl^unbertS Dor. $ei Diopl^antuS unb feinen fßac^folgem wirb eine 
unBeftimmte Qa^ (bie UnBelannte) aQiO-ßogy res, cosa radix genannt; il^r Duabrat 
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övvafiig, potentda, potestas, census, censo infolge bed alten ©ebraud^S ber 
SBörter dvvafugy övvda^ai (Eucl. El. X); il^re btitte ^otenj p^v^og, cubus. 
2)ie l^öl^eren ^otenjen füllten jufammengefe^tere 9iamcn Swafio-övvaßig u. f. f. 
^en 92amen dignitas 6at SBombeHi 1572 gebraud^t, n)äl^renb potestas unb coef- 
ficiens burd^ SSieta üolid^ gen)orben ift. ^ie ^ejeid^nung betr^otenjen toavh butd^ 
iStifel x)orpereitet, weld^et ber SRei^e 1, \A, IAA, lAAA, . . bic ^iummcrn 0, 1, 
2, 8, . . ül&erfd^rteb, bie er ©jponenten nonnte (arithm. fol. 250 unb in ber §er* 
ausgäbe von (S:i^rift. 9iuborffg Coss. 1553 fol. 62). ^lad^bem ©teoin 1585 
(Dergl. i^lügel maih. SB. I. p. 43) ble ^Benennung ber ^potenjen nad^ il^ren ^Of 
ncnten eingefül^rt IJatte, würbe bie je^ige Sejeid^nung ber^otenjen bur(| ^erigogne 
(cursus math. Paris 1634) unb ^eäcarteS 1637 t)erbreitet. 

§. 7. 5Die ®iff erenj. 

(eeid §. 2.) 

!♦ 3)ie S)tffetenj (Unterfd&ieb) jweiet Sal^len ift bie ga^l, ju 
toeld^er bie jtoeite abbiett bie erfte giebt. 3)ie erfle 3cti&l l^eifet 2Ri^ 
nuenbuä, bie jweite ©ubttal^enbu«, fo bafe 

S)iffetenj + ©ubttal&enbu« = 3Kinuenbu^. 

S)ie ©ifferenj von a unb ft tüitb bejeid^net a — b, gelefen « 
minus b. S)ie SBeted^nuttg einet SJifferens ^tx^t ©ubtraftion unb 
fommt burd^ Slbjä^en ber ®inl&eiten be« ©ubtral^enben t)ont SMinuen-» 
ben ju ©tanbe. Um eine S)iffetenj ju prüfen, l^at man ju i^r ben 
©ttbtrai^enben ju abbieren unb bie ©umme mit bem SUlinuenben ju 
t)erfllei<|en. 3ti*befonbere x^ a + b — b = a, a + b + c + d 
— (c + d) = a + z», 5a — 3a = 2a u. f. f. 3lu8 ber S3egren^ 
jung a < a? < 5 fd&Uefet man, ba^ x — a <, b — a. 

2. aWinuenb unb ©ubtral&enb Uxtnm ni(ä&t anberä ate gleid^benannt 
fein, bie S)ifferenj ifi mit il^nen gleid^benannt unb giebt an, um mie* 
Diel gröB^t ber äRinuenb ift a\& ber ©ubtral^enb. 

3. SBenn ber SWinuenb bem ©ubtral^enben gleid& ift, fo ifi bie 
S)ifferens (9tutt, ziphra, zero). SQäenn ber 2Kinuenb Heiner iji als 
ber ©ubtra^enb, fo lann bie S)ifferenj in gorm eine« ©ubtral&enben 
(ol^ne aWinuenben) angegeben werben, j. 33. 

7 — 7 = 

7 — 8 = — 1 

7 — 9 = — 2 

a — (a + c) = — c 
a — b == — (b — a) 

weil pon a nid^t mel&r al« a fubtral^iert werben lann, folglid^ b — a 
JU fubtral^ieren bleibt. 

Um alle ©ubtraftionen ol^ne SluSnal^me augfill^ren ju fönnen, fe|t 
man bie Sfteil&e ber natürtid^en S^^len rildtwärt« über 9iull fort burdö 
Sal^len, welci^e baS S^x^^rx ber ©ubtral^enben (— ) vox fid& tragen 
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uttb negatit) genannt wetben, wäl^tenb bie notütlid^en S^i^Ien, benen 
jur S8erbeutlid&ung be8 ©eflcnfa^eiS baS 2lbbition3jel$en (+) üorgefefet 
werben lann, pofitit) l^eifeen: 

• • • t '~~~ Of ^f ""^ Lf \}f Xf Jif Ol » » » 

S)ie negattoen ^oüciitn finb ebenfo au3 ber negatinen einl^eit gebilbet, ate 
bie pofitioen ^ci^hn auS ber pofitinen (Sinl^eit S)ie ©ifferenj a — 6 
wirb ertetd^t, wenn vxan in biefer SÜeil^e t)on 9lutt an a ©lieber öor*« 
wärt« (red&tS) unb t)on ba an ^ ©lieber rüdwärt« gel^t. 

S)ie pofttiüen Sohlen betragen mel^r al8 SRull. 3Son ben nega.^ 
tiüen 3ctl&len muß gefagt werben, bafe fie weniger al3 SRull betragen, 
weil eine S)ifferenj abnimmt, wenn i^r ©ubtral^enb wäd^ji, j. S. 

7 — 6, 7 — 7, 7 — 8, . . 

bilben eine Sleii&e t)on mel^r unb mel^r abne^menben ©liebern. Slu8 bem 
Dberfa|e — 5 < leitet man burd^ Slbbition t)on 5 ben rid^tigen 
©d^luMal < 5 ab. 

4* eine ©ifferenj lann al3 eine Summe betrad^tet werben, t)on 
weld^er ein ©lieb negatit) (ein ©ubtral^enb) ijl. S)emna(3^ wirb ba8 
SBinomium a + (— ft) burd^ bie 3)ifferenj a-—h erflärt S)enfelben 
3ßert l^at — 6 + a, weil — ft + a + 5 = — 6 + ft + a = a. 

gwei ^(äiltn l^eifeen entgegengefefet gleid^, wenn bie eine fo^ 
t)iel negatiDe ©inl^eiten al8 bie anbere pofititje l^at, mitl^in il^re ©umme 
ift, j. 8J. 1 unb — 1, c unb — c, a — h unb h — a ober 

Swei ©rßfeen l^eifeen entgegengefe^t, wenn eine einem S^eil 
ber anbern entgegengefe|t gleid^ ift, mitl^in il^re burd^ ©ubtraftion ge*» 
bilbete ©umme Heiner ift aia bie größere t)on beiben ©röfeen. 3- ^• 
eine pofitit)e unb eine negative 3<^^l (^^^ entgegengefefeten ^txSitn), 
SSermögen unb ©d^ulben, ©ewinn unb SSerluft, gortfd^ritt unb WXd^ 
f d^ritt, Hebung unb ©enfung, Sefd&leunigung unb SSer jögerung, Slbjiofeung 
unb 2lnjiel&ung, ^ßreffung unb Spannung u. f. w. 

2Ber a %\ja\tx befigt unb h SCI^ater f^ulbet, l^at a — ft 3;i&aler 
aSermögen b. l^. entweber a — h 2;^aler wirllid^e« SSermögen, wenn 
fl — 6 pofittt), ober fein SSermögen, wenn a — h null, ober 5 — « 
schaler ©d^ulben, wenn a — h negatio ift. ©d^ulben laffen pd^ alfo 
als negatioeS Vermögen unb umgelel^rt SSermögen ate negatioe ©d^u^ 
ben in SHed^nung bringen. 

©in 5ßunft, ber öon einem gegebenen fünfte au« a — b gufe t>or^ 
wärt« gelegen ift, liegt entweber wirflid^ oorwärt« t)on bem gegebenen 
^Punlte au«, ober auf bem gegebenen ^punfte felbft, ober rüdtwärt« t)on 
bemfelben, je nad^bem a — b pofitit), null, negatio ift. 3flegatioer gort* 
fd^ritt ift atüdffc^ritt. U. f. f. 
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§. 8. (Summe unb 2)ifferenj t)on ^ol^nomien. 

(öelö §§. 8-13.) 

1. Um von einer ©umtne eine gal^l 8W fubttal^ieren, lann man 
t)on einem il^tet ©lieber biefelbe fubtral^i^t^tt. 

a -{- b — c = a -^ {b — c) = a — c -\- b 

Seroei«. SBenn man ju a + (ft — c) ober iu a — c + b 
ben ©ubtral^enben c abbiert, inbem man mit b — c + c = b ober 
mit a — c + c = a beginnt (§. 2, 3), fo erplt man a + b, ben 
3Rinuenben (§. 7, i). 

Umgefel^rt: Eine 3)ifferenj mirb abbiert, inbem man ben SRinuen^ 
ben abbiert unb ben Subtral^enben jubtral^iert in beliebiger Drbnung. 

2* Um eine Summe ju fubtral^ieren, l^at man il^re einjelnen ®lie=« 
ber ju fubtral^ieren. Um eine Sifferenj ju fubtra^ieren, l^at man ben 
SDlinuenben ju fubtral^ieren unb ben ©ubtral^enben ju abbieren. 

a — (b -\- c) = a — b — c 
a — (6 — c) = a — 6+ c 

SJemei«. SBenn man ju « — ft — c ben ©ubtral^enben b + c 
abbiert, inbem man mita — ä — c + c = a — & beginnt, jo er= 
plt man a, ben SRinuenben, meil a — & + ft = a. 

SBenn man ju a — ft + c ben ©ubtral^enben b —- c abbiert, 
inbem man erji c fubtral&iert, bann b abbiert (l), fo erplt man a, hm 
aWinuenben. 

Salier ifi aud^ — 4a + 7a = 3a, — 5a + 2a = — 3a, 
— 4a — 3a = — 7a. 

3* Um ein ^pol^nomium (©umme ober Slggregat von pofitit)en 
unb negatiDen ©liebern) ju abbieren, abbiert man in beliebiger Drbnung 
feine einzelnen ©lieber (ol^ne inberung ber S^iä)m). Um ein 5ßol^no^ 
mium JU fubtrafiieren, abbiert man feine einjelnen ©lieber mit ben ent^ 
gegengefefeten S^i^^u (bie pofitioen mit bem S^xä)tn — , bie negatioen 
mit bem 3^i^^u +). 

a + (b — c + d) = a + {b — c)+d = a + b — c + d (1). 

ein JU abbierenbe« ^ßol^nomium brandet alfo nid^t in Älammern ge«* 
fd&lojfen JU werben, dagegen ift (2) 

a — (b — c -\- d) = a — (b — c) — d 

= a — b -\- c — d 

2)cm 93inomium (©umme) würbe im SWtertum dnoroßri, recisum, residuum 
(2)iffercn8) gegenübctgcfteUt; bie 3)ifferen5ett wurbert irt ©gceffe unb 3)efe!te unter- 
fd^ieben. S)ie (ginfül^runö ber negativen S?f)Un jur 93efeitiaung biefer Unterfc^eibung 
bilbet einen wefentUc^en gortfd^ntt ber steuern, weld^er Mt 8ugleic§ mit ber 6in= 
fül^rung ber öud^ftabenred^nung im löten ^a^xf), begonnen unb im 17ten Saljrl^. 

«atfecr. 1. 7. 8tufl. 5 
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ooUenbet tourbe. Sergl. Jtlügel ntat^. 9B. I. p. 30 ff. ^ie ^uSbrttde numerus 
verus unb fictus (falsus) {ommen 5ei G^arbano u. a. vov, bie Ernennungen 
afftrmaiit) (pofitit)) unb negatit) bei $ieta. Aggregat Bebeutet nod^ bei SBieta nur 
eine ©umme von pofitioen (Sliebem. 3)ie ©ejeid^nung eineS pofitiüen ober negatiocn 
S33erte§ burd^ einen unb benfelben öud^ftaben lontmt bei 5)egcarteö (®eom. 1637) 
Dor; ben ?ht^en biefer Sejeid^nung mu^te nod^ Newton für Seibnij auSbrütfUd^ 
l^ert)or]^eben (93rief an Seibnij 1676 D!t, 24). 

§. 9. ^robuü t)on ^oIt)nomicn. 

(ödd 8§. 14-16.) 

1. Um ein ^Poltinomium ju tnulttplicierett, l^at ntati feine einjelnen 
©lieber ju multiplicieren: 

(a — ft + c)m = am — bm -\- cm 

S5en)ei8. S)ie ©umme t)on m ©liebem, beten jebeS a — b + c 
ift, ^at m ©lieber, beten jebeiS a, ferner m ©lieber, beren iebeiS —b, 
enblidö m ©lieber, beren jebe« c ift (§. 3, l. §. 8, 3). 

2. Um mit einem ^ßolpnomium ju multiplicieren, f)at man mit 
feinen einjelnen ©liebem ju multiplicieren. S)ie einjelnen 5ßrobufte 
erl^^lten bie S^i^^n ber ©lieber, mit benen man multipliciert 

SemeiÄ. m{a — b + c) = {a — b + c)m na(]^ §. 3, 3. 

= am — bm + cm (1) 
= ma — mb -j- mc 

31 nm. ©in SWultiplifator !ann an ftd&.n)eber pofitit), no(]^ negatit) 
fein (§. 3, 2). SUlit einer pofttit)en ober negativen ga^ multiplicieren 
fagt man abf ürjenb für „multiplicieren mit ber unbejeid^neten (abf oluten) 
3al^l unb ba^ 5probuIt abbieren ober fubtral^ieren". 

3. Um ein ^ßolpnomium mit einem ^ol^nomium ju multiplicieren, 
l^at man bie einjelnen ©lieber be« einen mit jebem ©liebe be^ anbem 
ju multiplicieren. gaftoren t)on einerlei ^ük^n geben ein pofitioe«, 
von entgegengefefeten ^txä)^n ein negatioe^ 5ßrobuft*). 

Sewei«. (a — b){c — d) = {a — b)c — {a — b)d nad^ (2) 

= ac — bc — {ad — bd) nCiS^ (1) 
= ac — bc — ad + bd nad^ §. 8, 2. 

3)ie ^probulte -\-ac, —bc, —ad, -\-bd fann man anfeilen al« 
entfianben au^ ben aWultiplifationen t)on + « mit + c, — 5 mit + c, 
+ a mit — d, — * mit — c? (2, 2lnm.). 

aJlan finbet 

(a — b){c — d) = — {b — a){c — d) 

= — (a — b){d — c) 
= {b — a)(d — c) 

*) ^iefe Siegel wirb fd^on int 2lltertum nantentlid^ hti S)iopl^antuS (Arithm. 
I. der. 9) angewenbet. 3Äan l^atte fie aug Eucl. El. U. abgeleitet. 
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übereittftimmenb mit bet für bte ^ü^tn bct 5(5tobufte abgeleiteten 
Siegel 3Kan jtttbet femer 

(a + b){c + d) + (a — b)(c — d) = 2ac + 2bd 
(a + b)(c + d) — {a ^ b){c — fl?) = 2ad + 2bc 

4. Umgelei^rt: 3)ie ©lieber eiltet ^ßol^ttomium, weld&e ^ßrobulte 
finb mit einem gemeinfd^aftlid^en gaftor, laffeti ft(§ pereinigeti, inbem 
man benfelben t)or eine ^arentl^efe fe^t, in ber bie nii^t gemeinfd^aft^ 
lidöen gaftoren mit ben B^i^^tt ber einzelnen ©lieber ober mit ben 
entgegengefeiten geid^en fiel^en, je nad^bem ber gemeinfd^aftlid^e gaftor 
ba« S^x^^n + ober — l^at 

a -^ bd — cd == a -{- d{b — c)= a — 6?(— b -\- c) 
ac — bc — da -}- bd = c(a — b) — d{a — b) 

= (a — *)(c — d) 

SBenn jwei ^ßolpnomien nad^ f attenben 5potenjen eineS SBud^ftaben« 
georbnet finb, fo fann il^r 5ßrobuIt aliS ein nad^ fallenben 5ßotenjen be«* 
fetten SJud^ftaben^ georbneteS ^ßolgnomium bargeftellt werben. 

(ax^ 4" ^^^ -\- ex -\- d)(/x'^ H" ^^ + Ä) 
= a/x^ + bfx^ + cfx^ + dfx^ 

-j- agx^ -\- bgx^ -\- cgx'^ + dgx 

+ dkx^ + bhx'^ \ chx 4" dh 
= afx^ + (bf + ag)x^ + (c/ + bg + ah)x^ 
+ W + cg -\- bh)x^ + (dg + ch)x + dh 

hierin ift bie Einleitung jur SRultiplifation mel^rjiffriger ©ecimal«» 
jal^len entl^alten, weit ax^ + bx'^ -\- ex -]- d eine 3)ecimaljal^l be-« 
beutet, xotxvx a? = lo unb a, b, c, d Bcii&l^ti au8 ber Sleil&e 0, i, % .,, 
9 fmb. 

5, SemerleniSwerte Seifpiele: 

I. (a + 5)2 = a2 + 2ab + b^ 
[a + 5)3 = (a + 5)2(a + b) 

= a^ + daH + 3a52 + 5^ 
(a + 5)4 = a* + AaH + ßaH^ + 4ab^ + b^ 

u. f. m. S)ie ©ntroidEelung ber 5ßotenjen oon a — b erplt man, wenn 
man 5 mit —5 oertaufd^t, woburd^ 5^, b^, . . nid^t oeranbert, aber 
b^, b^, . . negatio werben, fo bafe SHeil^en von ©liebem mit abn)ed^== 
felnben S^i^^n entfiel^en. 

U. (a + b + c)2 = a2 + 52 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc 

u. f. n). S)aS Duabrat eine^ ^ßol^nomium befielet au^ ber Summe 
ber Ouabrate ber einzelnen ©lieber unb ber boppelten ^robufte avi& je 
jmei ©liebem. S)ie 2^xä)tn ber boppelten ^Probutte finb burd& bie 
3eid^en ber ©lieber beftimmt, au« benen fie gebilbet werben (3). 
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m. (a + b){a — h) = a^ — b^ 
(a2 + ab + b^){a — 6) = a» _ 53 
(a3 + a26 + a62 + 63)(a _ 6) = a* — 6* 

tt. f. TD. ®ut(| SSertaufd&Uttfl von 6 mit — 6 etl&ält man 

(a — b)(a + ft) = a2 — 62 

(«2 — a6 + b^){a + b) = a^ + b^ 
(«3 _ ß2j ^ ^52 _ 53)(a _j- fc) = «4 _ 54 

IV. SBBcnn a; + y = «, iry = v, JO ifl 
a;2 -|_ y2 __ 1^2 — 2i; 

ic^ + y* = M^ — ^^^ 

x^ -\- y^ = u^ — 4u^v -f- 2ü2 

/jj5 _|_ y5 __, ^5 5m''w -\- buv^ 

a;6 -I- yß = w6 _ 6^^4^ _|_ 9^2y2 _ 2t?3 

U. f. TD. SeTlTl c^ ift 

a;2 -|- y2 = (aj -|- ^)(a? -[- y) _ 2a?y 

x^ + y^ = (a:2 -|- y2)(a; -|- y) — (a; + y)xy 

x^ + y^ = (a;3 -|- y^)(x + y) — (x'^ + y^)ocy 

u. f. TD. t^Tilid&e ®lci(^UTTgeTt erl&alt maTt, tdctiti maTi y mit — y, 
folfllid^ V mit — t? Dertaufd^t. 

V. (a2 + n62)(a^2 ^ ^j^ 2) ^ (^^^ ^ „55 j 2 + „(^j^ _ ß^j)2 

(a2 + 62 + c2 + ^2)(«^2 ^ 5^2 _|_ c^2 ^ J^ 2) 

= (aoj 4" ^^i + ccj 4" ddj)2 -|- («^1 — a^b -\- cd^ — C|d)2 
+ (^^1 — a^c -\- db^ — ^1^)^ + (ö^i — a^d + bc^ — ^i^)^ 

5Dieie ^ptobufte l^abeTt biefelbe gorm, TDte tl^te gaftoteTT. 

§. 10. 2)cr DuotieTtt. 

(eeid §§. 17. 20.) 

1. 3)er OuotieTtt jTDeier Qai^Un ift bie S<i^^f TDeld^e mit ber 
jTDeiteTi multipliciett bie erfte giebt. S)ie erfte S<^1)1 l^eifet S)iDibeTtbu^, 
bie jTDeite ©iDifot, fo ba§ 

OuotieTit X SDiDifot = ®iDibeTibu«. 

S)er £lttotieTtt dott a unb b TDirb bejeid^Tiet | ober a : b*), gelefeTi a 
burd^ 6 (biDibiett) ober ba^ SSerpltTii« dott a ju 6 ober 6 iTt a (bioi*» 



•) fiBer bie ötied^ifd^c SJeÄeid^nung ber örüd^e oergl. 9'lcffclmattn ®efd^. b. 
2llgcbta p. 114. ^er Srud^ftnclJ fd^eint jugleid^ mitben inbifd&cn giffcm citigcfüljrt 
toorben jti fein; man finbet i^n bet Seonatbo »on ^ifa (liber abaci, fol. 11). 
2)aS Äolon bientc bei bcn ®nglänbern im 17ten ^af)v^. als ^rennungSjeidJen; ber 
ieftige ©ebtaud^ beSfelbcn rül^rt von Seibnij §et. S)a§ ^eUfd^e geic§en-4- tocU 
d^cS bem ^toibenbuä nad^gefe^t würbe, fommt in ©nglanb bis inS 18te Sa^r^. t)or. 
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biert). S)te Seted^nung eine« Quotienten l^eifet S)it)ifion. Um ben 
Quotienten a : 6 ju bilben, l^at man bie SSielfad^en be« 3)it)ifor, b, 2b, 
36, . . mit bem S)ioibenben ju t)et:gleid&en. Um ben Quotienten iu 
prüfen, l^at man i^n mit bem S)it)ifor ju multiplicieren unb ba« ^tobuJt 
mit bem 3)ioibenben ju üergleii^en. QnSbefonbete i[t 

a j, cib abcd t ^^ o 

-= 1, -=-=a, —- = ao, -K = a^ 
a ' cd a^ 

2. 2Benn ber S)it)ibenb benannt ift, fo mu& ber SDimfot entmebet 
unbenannt ober gleid^benannt fein, ^vx erfien gaHe ift ber Quotient 
ber fooielte SCeil be« JDioibenben, atö ber 2)iüifor angiebt, alfo mit 
bem SJioibenben gleii^benannt. Qm jroeiten galle ift ber Quotient ba« 
aSerpUni«*) be« JDioibenben jum ©ioifor b. 1&. bie 3a^l (unbe^ 
Ttannt), meldte angiebt, mieoielmal ber 3)it)ifor im S)tt)ibenben enthalten 
ift, u)iet)ielmal fo grofe ber S)it)ibenb ift al« ber ©ioifor. 

28 S^aler : 4 = 7 Xtialer, weil 7 Sö^lr. x 4 = 28 X^aler; 
ber 4te SCeil t)on 28 SC^alern beträgt 7 a;]&aler. 

28 Sl^aler : 4 SCI^aler = 7, weil 4 Si^aler x 7 = 28 Sil^aler; 
baä SSerpltni« t)on 28 2:i^alern ju 4 3:]^alern ift 7, b. 1^. 4 SC^aler 
finb in 28 %^oXtm 7mal entl^alten ober 28 2;i^aler finb 7mal fooiel 
(x\S> 4 3;i^aler. 

SBenn a unb b unbenannt finb , f o f ann a : b fomol^l ben fiten 
2;eil t)on a o\& aud& ba2 SSerpltni« t)on « p fi bebeuten. 

3* Söenn ber S)it)ibenb a einem aSielfa(j&en be« S)ioifor b nid^t 
gleid^ ift, fo läfet fid& ber Quotient a : b burd^ natürlid^e 3<^^l^« ^^^t 
genau angeben, fonbern nur begrenjen, j. S3. 

V 3 < 22 : 7 < 4 

b. 1^. 22 : 7 liegt jmifd&en 3 unb 4, meil 22 jmifd^en 3 . 7 unb 4 . 7 liegt 
Siegt a jmifd^en ben ©renjen bx unb fi(a? + l), fo fällt ber 
Quotient a : b jn)if(§en x unb a? + 1, unb x l^eifet bie ganje 3^^l 
be« Quotienten a : fi, bie SJifferenj a — bx l^eifet ber Sieft biefer 
3)it)ifion. SBenn a nä^er an b{x -\- i) als an bx liegt, fo iji ber 
Quotient naiver x -\- i als a:; nimmt man nun a? + i als bie ge^ 
nauere ganje ^a\^\ beS Quotienten, fo nennt man bie negatioe S^^l 
a — b{x + 1) ben fleinften gieft ber S)it)ifion. SBenn ber Steft 
ift, fo ip X ber genaue Quotient unb man fagt, bie ©ioifion gel^t 
auf, a ift burd^ b teilbar (ol^ne Sfteft). 

Überl^aupt menn a = bx -\- y ift, fo fann man x als bie ganje 
3a^l unb y alS ben SHeft ber S)it)ifion a : b betrad^ten. 



") Xoyoi^ ratio, proportio, rapport. 
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4* Uta aBe ©ipifionett ol^ne SluSttal^ttie auSfül^ren ju f önnen, betilt 
man eine ®inl^eit (beten SSiell^eiten bte natütUd^en 3^]&len finb) In 
foDiel flleld^e 2;etle geteilt, a\& ber S)it)ifot angiebt ©in fold^et Steil 

-r ift eine gebrod^ene ®inl^eit, eine SKel^rial&l berfelben l^eifet eine 

gebto^ene ^a^l, ein Srud^ (fractio). SDie Slnjal^l bet gebrochenen 
ßinl^eiten eine« Studie« l^eifet ber Saldier (nmnerator), bie Sälnjal^l 
ber Steile, in weld^e eine natürlid^e ©inl&eit gebrod^en ift, ber Slenner 
(denominator) be« Srud&e«. 3m ©egenfafe ju ben Srüd^en werben bie 
natürlid^en S^^&l^it ganj (integer) genannt. S)ie Summe einer ganjen 
unb einer gebrod^enen B^l^l l^ei^t eine gemifd^teB^'&L 

3eber Quotient läfet pd^ al« 93rud^ barpeUen, beffen S^enner ber 
©ioifor, bejfen Saldier ber ®it)ibenb ift: 

a 1 

(®ie einfd^liefeung t)on y in Älammem ift überflüffig.) S)enn wenn 

1 1 

man y« mit bem SDioifor h multipliciert, 4nbem man mit yi» = l 

beginnt, fo erplt man a, ben S)it)ibenben. 

S)er S3rud^ l^eifet uneigentlid^, menn ber S^öl^t ein SSielfad^e^ 
beä 3fienner8, ed^t (genuina), wenn ber 3äi&ler f leiner cM ber SRenner, 
un ed^t (spuria), xotnxi ber Sä^l^t größer ate ber Sftenner. S)er un^ 
eigentlid^e Srud^ ift einer ganjen 3^51 ^^^^, i>^^ ^^t^ S3rud^ beträgt 
weniger al2 i, ber uned^te Srud^ beträgt meliir afö l. 



§. 11. Duotient t)on $robu!ten. 

($eld §§. 21. 22. 18. 23. 24.) 

!♦ Um burd^ ein 5ßrobuft ju bioibieren, lannman burd& feine 
galtoren nad^ einanber bioibieren: 

a a (i , 

^ = T * ^ = ~ • ^ 

OC c 

Sewei«. SBSenn man ben Quotienten |- : c mit bemS)ioifor bc 

multipliciert b. I&. y : c mit c unb ba3 ^ptobuft y mit h (§. 3, 3), 
fo erplt man a, ben 2)ioibenben (§. 10, l). S)enfelben erplt man, 
wenn man — : h mit b unb bag 5ßrobuft mit c multipliciert 



, 
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Untgcle^tt: Um einen ©rud^ ju bbibieren, wuUipliciert man ben 
^Renner. 

2. ©er 2Bert eine« SSrud^eS bleibt unüeränbett, wenn man feinen 
Basier unb 5Renner mit betreiben ^a\)l multipliciert ober bit)ibiert. 

am a a : n 



hm b bin 

Sewei«. 7— = — : ^ (1) = — 

bm m b 

a : n {a : n)n a 
b : n (b : n)n b 

3. Um ein 5ßrobult ju biDibieren, lann man einen gaftor be«*' 
felben bipibieren: 

ab a b 

c c c 

S3ett)ei«. SBenn man —b mit bem S)ioifor c b. 1^. — mit c unb 

c c 

ba« 5ßrobuIt mit b multipliciert, fo eri^ctlt man ab, ben SDit)ibenben. 
Senfeiben erplt man, wenn man - a mit c b. 1^. - mit c unb ba« 

c c 

^probuft mit a multipliciert. 

Umgefeljrt: Um einen S8rud& ju multiplicieren, multipliciert man 
ben Sanier. 

4* 2Kit einem Srud^e multiplicieren fagt man abfürjenb für bit)i« 
bieren burd^ feinen 5Renner unb multiplicieren mit feinem Qix^kXf wobei 

bie Drbnung ber Operationen beliebig ift. aWit - multiplicieren l^eifet 

ben cUn Xeit ^>mal fe|en ober baS ^>fad^e burd^ c bioibieren. 

b a ab b 

c c c c 

3)ie 3 leiten gormein ftimmen überein nad^ (3). 

ein SRultiplifator fann an fid& nid^t gebrod^en fein (§. 3, 2). 3)ie 
Orbnung ber ^aftoren eine« 5ßrobuftS ift aud& bann beliebig, wenn 
gaftoren SSrüd^e finb. 

5* Um einen Sru($ mit einem SSrud&e ju multiplicieren, multipliciert 
man ben S^^^^^ wit bem Qä^^x, ben 9lenner mit bem Slenner: 

a c ac /a\^ a^ 

bd~bd'\bj~ P 
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»eioei«. ^1 = (jA : d (4). «Run ift Je = J (3) unb 






6. Um burd^ einen Srud& ju btoibieten, multipliciert man mit 
bem teciprofen (umgelel^rten) Srud&e, roeld^er burd^ bte SSettaufd&ung 
t)on 3flennet unb ^SfjUx entpel^t: 

b c 

c b 

c b 

Seroeig. SEBenn man a-r mit bem ©ioifor - multipliciert (4), fo 

/t/»Ä 
erplt man -r- (5) = a, ben ©totbenben. 

7* SttJ^iSö'&l^^ l^eifeen teciprof, eine bie Slectprofe ber anbern, 
menn il&t ^probult l ift. @ine berfelben wirb gefunben, inbem man l 

buxä) bie anbete biüibiert 3- ®- « unb -, t- unb - finb recipto!; 

bie Sfteciptofe eine« ed^ten S3ru(§eS ift ein uned^tet Srud^. Äleinl^eit 

unb ©töfee, $Räl^e unb gerne, Sangfamfeit unb ©ejd&roinbigfeit u. bgl. 

lönnen al3 rectprof betrad^tet werben. SBenn ä nvxal fo flein, fo nal^e, 

i 
fo langfam ift als B, fo ift ä aud^ -mal (ben nten 3;eil) fo gro|, fo 

fem, fo gef($n)inb als b. 

8* I. SEBenn bei unoeränbertem S^f)Ut ber 5Renner beS Srud^eS 
l^inreid^enb» gro§ wirb , f o wirb ber Srud^ beliebig flein b. J). f leiner 
als jebe gegebene ^ai)t SEBenn ber 9ienner unenblid^ wirb (oo nad& 
SBBalliS u. a.) b. f). jebe beliebige ^a^ überfteigt, fo erreid&t ber Srud^ 
bie ©renje (limes) o. 

n. SEBenn bei unoeränbertem Söller ber SJlenner beS Srud^eS oer* 
fd^ioinbet, b. J). burd^ fortgefe^te Slbnal^me null mirb, fo wirb ber 
S3rud^ unenblid^. S)enn 3)imfion burd^ einen ed^ten SBrud^ ift 9Kul= 
tiplifation mit einem uned&ten SBrud^e (6). 

in. SEBenn Sanier unb SRenner eines S3rud^eS jugleid^ üerfd^win* 
ben ober unenblid^ werben, unb wenn von ben gaftoren eines ^robufts 
ber eine oerfd^winbet , wäfirenb ber anbere unenblid^ wirb, fo ift ber 
S3rud& unb baS sprobuft im allgemeinen unbeftimmt. 5Denn eS giebt 
unbeftimmt ml t)erfd^iebene SEBerte, weld^e mit einem oerfd^winbenben 
gaftor multipliciert Derfd^winben; unb bie SRultiplüation mit einer ol&ne 
ßnbe wad^fenben 3<^^l ift gleid&bebeutenb mit ber S)it)ifton burd^ eine 
üerfd^winbenbeSa^l- äßenn aber ber Sanier unb ber^Kenner beS Srud^eS 
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ober bie gaftoten be« ^probuftö i^te befonberen SBerte baburd^ etJö^Uen, 
ba| einem in tl^nen t)orIommettben Sud^ftaben ein befonberer SBett 
beigelegt n)itb, fo läßt [id^ in iebem gegebenen 3^aIIe bie ©renje an«* 
geben, njeld&e ber S3rud^ ober baS 5ßtobuIt etreid&t, j. S. bei 5 = « 
wirb 

a — 

weil ilberl^aupt a'^ — b^ = (« — ft)(a + b). 

IV. SBenn bei unperanbertem ®ignanben bet Opponent einet 
5ßotenj unenbli(§ wirb, fo erreid^t bie 5ßotenj bie ©renje 00 ober 0, je 
nad^bem ber ©ignanb mel^r ober weniger aÜ 1 ift. 

SeweiS. 5Rad^ §. 9, 5 i)at man 

a*^ — 1 = (a^-i + «"^-2 + . . + a + l)(a — 1) 

Unter ber SSorauSfe^ung « > 1 ift «^ > 1, u. f. f. bal&er 

«n-l _|_ ^n-2 _|_ _ ^ a + 1 > n 
a^ > 1 + w(a — 1) 

Sei l^inreid^enb großem n überfteigt n(a — i), alfo aud& a^^ j[ebe ge= 
gebene gal^l. SDagegen ift 

beliebig flein bei l^inreid^enb großem n (I). 

V. SBenn ber ®fponent einer ^ßotenj unenblid^ wirb, wäl^renb ber 
S)ignanb bie ©renje l errei($t, fo fann bie 5ßotenj aud^ eine anbere 
©renje atö qo ober erreid^en. 3)iefe ©renje läßt fid^ in jebem ge* 
gebenen gaUe bered^nen (§. 31). 

§. 12. Duotient t)on ^oltinomien. 

(^eld §8. 19. 25» 26.) 

!♦ Um ein ^polgnomium ju bit)ibieren, l^at man feine einzelnen 
©lieber ju bit)ibieren: 

a — b -\- c a ^ _\ ^ 

d d d d 

ajewei«. SBenn man % — -1 + ^ mit bem S)ioifor d vxyxltv 

d d d 

pliciert {§. 9, 1), fo erl^ölt man f ^ — "i^ + 4^ = <^ ~ ^ + ^f 
ben 5Dit)ibenben. 
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ainntettung. iz^ = -^-- = - | 

— a a a — b b — a 



— b b ' c — d d — c 

tüte tttatt burd^ SUiultipUfatiott be^ Duotietttett tttit bettt 5E)iptfor ttad^ 
(§. 9, 3) betüeifett fatttt. 

®ie ©tettje, tt)eld&e —^~ etteidbt, tt)etttt b uttetiblid^ tt)irb, ergtebt 

a -\- b 

fid^, itac^betti tttatt beti '^Sbjitx uttb beit SRetttter bur(^ b btoibiert ^<xX. 
3flad^ §. 11, 2 ift 

ab a 

a-\-b "" ^ , . 
b "•" 

SEBetttt ttutt b uttettblid^ toirb, fo t)erf(3&toittbet j (§. 11, 8), uttb ber 
gcgebette S3rud^ tiittitnt bett SßJert a att. ©bettfo fittbet tttatt für 

a -\- bx -\- cx^ 
f + gx -]- hx^ 

bei uttettblii^ grofeettt x bett 2Bert p ttad^bettt tttatt bett ^cüji^x uttb 
bett SRettttet burd& x'^ btoibiert ^at. 

gür ^5^!-:=^ etgiebt ftd^ bei a = i ber SBett n (§. ii, 8. IV). 

2. Utttgelel^rt: SSrüd^e t)ott eittetlei 5Retttier lajfen fid^ itt eitiett 
83rudö beSfelben 3flettttet« t)eteititgett, beffett 3äf|ler ein ^ßol^ttotniutn ift, 
beftel^ettb au8 bett einjelnen gäl^l^'^^ wiit ^^'^ S^i^ä^^w ^^'^ Srüd^e ober 
tttit ben etttgegengefeltett B^i^ä&ett, je ttad^betti ber ju bilbettbe Stud^ ba^ 
Seid^ett + ober — l^cit. 

a ^ \_ ^ ^ — b -\- c — a -\- b — c 

d d d d d 

S)ie getttifd^te Saljl a + - läßt fid^ eittrid^tett in ben Srud^ 

ac ~4~ b CLC 

— '—, na(§betn man — für a gefefet l^at. 

c c 

3» Srüd^e t)on loerf d^iebenen Slennern laffen fid& vereinigen, nad^bem 
man i^nen nad^ §. ll, 2 eitten gemeinfd^aftUd^en 5Renner (©eneral** 
nenn er) gegeben l^at. SBenn bie einjelnen 5Renner getneinfd^aftlid^e 
galtoren nid^t l^aben, fo ift i^r $robuft ber fleinfte unter ben mög-» 
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li(5ett ©enetalrtennetTt. ©inb j. SB. /?, g, r bie eittjelneit SRenner, fo Ijl 
p^r bet ©eneralnenner, weld^en bie ^rüd^c annel^rnett, inbem man 
il^re 3ä^l^^ unb flennet ber Stetige ttad^ mit qr, pr^ pq multipliciert. 
Sffienn in mel&tetn SRennern bctfelbe %attox ober ^Potenjen beSfelben 
voxtommtn, fo l^at man in boa ju bilbenbe 5ßrobuIt oon biejem gaftor 
nur bie pd&fte ^Potenj aufjunel^men, raeld&e in ben einzelnen Srtennern 
anjutteffen ift. ©inb j. S3. i?^^, s'^;-^ ^^2 jj^^ einzelnen SRenner, fo ift 
^^^2^2 j)^^» ©enetalnenner, weld&en bie Srüd^e erl^alten, inbem man 
ü&te 3^1^^ wnb SRennet bet SReilie na(§ mit qr\ p'^r, pq^ multipliciert. 

21 nm. Um Srüd^e von oerfd^iebenen 5Rennern ju üerßleid&en, 
bilbe man il^re ©ifferenj ober il^ren Quotienten. SHJenn bie SJifferenj 
be^ erften unb ätoeiten 83rud&eS pofitit), ober ber Quotient beg erften 
unb jmeiten SBrud^e« uned^t ift, fo iji ber erfte SJrud^ größer als ber 
jmeite, j. SB. 

a -{- m a (a -]- ni)b — (b -\- 7n)a (b — a)m 

b -{- m b (6 + m)6 (P -{- m)b 

a -\- m a ab -\- bm 

b -\- m * b ab -{- am 

3ene ©ifferenj ift pofitio unb biefer Quotient uned&t, wenn a <. b 
unb m pofitit) ifi; folglid^ ifi 

T-T-— > T-r ^^^ a <i b unb m pofitit) ift 

4. Um burd^ ein ^ßol^nomium ju bioibieren, lann man nid^t burd& 
bie einzelnen ©lieber beäfelben bioibieren. S)er Quotient roürbe mit 
bem t)oEftänbiflen ©ioifor multipliciert ein $robuIt geben, toeld^e« oon 
bem S)it)ibenben t)erf(%ieben ift. 

®ine gliebmeife Sntroidfelung beS Quotienten mirb ermöglid^t*), 
toenn man ben S)ioibenben mie ben 2)it)ifor nad^ ber Sleil&e ber in 
il^ren ©liebern t)orIommenben 5ßotenjen beäfelben Sud^jiaben« orbnet; 
entroeber beibe nad& ben fallenben ^Potenjen be« S3u(^ftaben«, fo bafe 
bie ©lieber ooranftel&en, weld^e bie pd^ften 5potenjen enthalten, ober 
beibe nad& ben fteigenben 5Potenjen be« Sud^ftaben«. S)a« erfte ©lieb 
be« S)it)ibenben burd^ ba« erfte ©lieb be« S)it)ifor bioibiert giebt bann 
ba« erjie ©lieb be« Quotienten, beffen ^probuft mit bem t)oIIftänbigen 
S)it)lfor von bem ooüftänbigen ©ioibenben fubtral^iert eine ©ifferenj 
giebt, meldte ein SReft Reifet. S)a3 erfie ©lieb biefe« SRefte« burd& ba« 



*) ^ie ©infüi^rung betfe(6en trifft mit ber @rftnbung ber SSud^jlabenred^nung 
5ufamnten. ^ie von ben Arabern auSgebilbete ^bifton einer ntel^rfteUigen ^ecimal- 
iafjH burd^ eine anbere biente ^um SSorbilb. 
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erfte ©lieb be^ S)iüifot btoibiert gicbt bo^ jwcite ©lieb be« Ctuotienten, 
beffen ^probuft mit bcm üoUftänbigen S)it)ifor von bem Sleft fiibtral^iett 
einen neuen Sleft giebt, bet wie ber vorige Sfteft bel&anbelt wirb. 

SBJenn man ju bem Sfteft gelangt, fo ift ber Duotient ooUftänbig 
gefunben unb man jagt, bafe bie S)iDifion aufgel&t; benn baä 5(Jrobuft 
be^ t)oIIftänbigen S)iüifor mit allen ©liebern bt& Quotienten mürbe t)om 
3)it)ibenben nad& unb nad& fubtral&iert, mobei bie S)ifferenj fid^ er*» 
geben l&at. 

SBenn bie S)it)ifion nid^t aufgellt, fo mirb fie na^ ©ntmidelung 
einer l&inreid^enben Slnja^l von ©liebern be5 Quotienten abgebrod^en, 
unb man erhält afö t)oIIftänbigen Quotienten eine gemif(%te S^^l inbem 
man ben Quotienten be^ julefet bel^altenen Sftefte^ burd^ ben DoUJiänbigen 
SDioifor alg 8rud& ben gefunbenen ©liebern be^ Quotienten l^injufügt. 

SSemei^. SBenn A ben ©ioibenben, B ben ®it)ifor, C bie ge«» 
funbenen ©lieber be^ Quotienten, E ben julefet bel^altenen Sleft be*» 
beutet, fo ift Ä = ^ — bc, unb A = BC+ b, folglid^ (1) 

B ^ B 

S3eifpiel. Um 12a;2 + 54^2 ^ 45^^ __ ^^^^ _ ^Axz burd^ 
4a? — % — 82: ju bioibieren, orbnet man ben S)it)ibenben unb S)it)i^ 
for beibe nad^ ben faHenben ^ßotenjen eine« S3ud&ftaben3 j. S5. x mie 
folgt: 

12a;2 _ fiixy — 2Axz + 54y2 + ^Syz : 4x — 9y — Sz 
12a;2 — 21xy — 2^xz = 3a; — Qy 

— 24an/ +TV~+4§yi 

— 24a:y +54^^ + ASyz 



S)ag erfte ©lieb beS Quotienten finbet man au^ I2a;2 : ^x, ben 
erften Sleft burd^ ©ubtraltion be« 5ßrobutt^ 3a? (4a? — % — Sz) t)om 
3)ii)ibenben; ba^ jmeite ©lieb be^ Quotienten au^ — 24a?y : 4a;, ben 
jweiten SJleft burd^ ©ubtraltion be« $robuft^ — 6^/ (4a; — % — 8-^) 
i)om ©ioibenben. 5Diefer 3left ift 0, alfo gel^t bie S)it)ifion auf unb 
ber t)oIlfiänbige Quotient ift 3a; — 6y. 

^ei ben nid^t aufgel^enben ^it)ifionen burc^ 

a -j- hx, a -f- &a; + cx^^ a -\-bx -^ cx^ + dx^, . , 
erfiält man unenbUd^e SReil^cn t)on ^Uebem mit Jteigenben ^Potenjcn t)on x. ^ehz^ 
muh einer folgen Sleil^e !ann in bem erften gaue auä bem »orl^ergel^enben ©Kebc, 
in ben anbern §ällen auS ben 2, 3, . . uorl^ergel^enben ©liebem nad^ einem üon 
ber ©teile beg ©liebeS unobpngigen @efe^ Beregnet werben. S)e§]^al5 l^ei^en fold^e 
Sfleil^en refurrente (nad^ SÄoiDre Miscell. analyt. 1730). Unb wenn eint Sfleil^e 
re!urrent ift, fo Iä|t fid^ ber S3rud^ angeben, auS bem fie l^ervorgel^t. SSergl. ®uler 
Introd. I. Älügel matl^. SB. 4 p. 324. Gaud^p Anal, algebr. c. 12. 
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5* SemerlenSroert iß bie aufgel^enbe S)ti)i[iott (§. 9, 5) 

/»n Jn 

a — 

urtb bie nld^t aufgel^enbe S)it)ifiott 



a — h a — h 

weliä&c mS> bet tJotigen folgt, weil (1) 

a?" — &° _ a:^ b^ 

a — h a — h a — b 

3nbem man 5 mit — 5 t)ettaufd&t etplt man für bie Quotienten 



fH 



a-\- h ' 4- Ä ^^^'^^^ ^^^ ©liebern mit abroed^felnben '^txi^^n. 

®ie Summe a + 5 gel^t enttoeber in aP^ — 6° ober in dP + ä° auf. 
SBenn a = 1 ifi, fo flnbet man*) 

r=x = r=T = 1 + * + 6^ + . . + 6-1 
1 



1 + ^» + ^2 _|_ _ _|_ jn-l _|_ 



1—6 .,^,^,..,^ '1 — ^» 

3n«befonbere, xottvx * < 1 unb n unenblid^ mäd^ft, fo üerfd^toinbet 
*° unb , T (§. 1 1, 8), f olglid^ ift unter biefer aSor au8f e^ung 



1 — b 

1 



= 1 + 5 + &2 _|_ 53 ^ _ 



1—b 

bie ©umme einer Steige t)on unenblid^ oielen ©liebern. 
S)ie Quotienten 
^^V — sc'^y^^ c c 1 -\- X 

X — y ' a — x' a?- — ax -\- x^* 1 + !/ 

laffen fid& au« ben gefunbenen Quotienten ableiten, weil 

X — y X — y 

= x'^y'^{x^ -\- x^y -\- x'^y^ -\- xy^ -f" y^) 
= a:!!^^' + x^^y^ + x^y^ + ar^yio -f ar^^u 

c c 1 

a — a? a ^ x 

1 

a 

c c{a -\- x) ^/i\ 1 



= -a(« + ^) 



^2 — ax 4- x'^ a^ A- x^ a^ ^ , aj*^ 

1 + -3 



*) 3m 5Wtcrtum auö Eucl. Elem. 9, 35 6e!onnt. 
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6, 2lu« ber ©leid^ung 

= a"» + a°-i6 + . . + ob""-^ + b"" 

a — b 

fd^Uefet man untet ber SotauSfe^ung a > ä tote §. 11, 8, bafe 

flii + l Jn + l 

I. (n + l)ft° < -^^ — < (n + l)a» 

a — o 

^oS^tx fxTtbet matt, toettti co eitt ed^ter Särud^ iji, 

(l + io)^ — 1 1 — (1 — to )" 



m _ 

(O CD 



(1 + ia)^ > 1 + miüf 1 — m(o < (1 — Cf>)" 

folglich ift 

(1 + w)°» > c, töettn 1 + mw > c, b. 1^. wi > (c — 1) : w 

(1 — co)"» > df toetttt 1 — 7/iw > flf, b. lö- "* < (1 — <^) • ^y 
®betifo fitibct tnatt (I) 

(1 + a>)'»+i — 1< (n + l)co (1 + w)«» b. 1^. (1 + cü)"(l — nw)< 1 
n. 1 + ncD < (1 + o)«^ < ^ _^^^ 

getttet ift (I) 

• + T- (} + ■rirr'< K' + IT 

"ji (' + ^)" < (' + ^r 

b. ^. (ii)2, (H)3, . . bilben eine fteigcnbe «ftel^e. SRutt ift (II) 



knj . 1 

1- fc 



( 



,+it</i+'r< 



kj ^ \ ' knJ l. _ i 

k 



saifo fteigett bie ©lieber ber Sftei^e ttid^t big 4(fc = 2). 
Snbettt tnati a = b + l fefet, fitibet ttiatt toeiter (I) 

(n + 1) . P < 2'»+i — P+i 
(n + 1) . 2° < 3"^+^ — 2"»+» 
(n + 1) . 3° < 4'»+i — 3^+1 

u. f. Tt)., folgli(ä& bur(§ Slbbitiott 

(n + 1) (1° + 2° + . . + k^) < (k+ l)"+i — 1 
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©bettfo erplt matt audö 

in + l _ Qn+1 < (n + 1) . r 

3^+1 _ 2^+1 < (n + 1) . 3" 

u. f. tu., folgltd^ burd^ abbitiott 

k^+' < (n + 1)(P + 2^ + . . + fe°) 

S)ie gefuttbetie Segrettjuttg 

Jc^+^ < (w + i)(p + 2^ + . . + fc'^) < (fc + 1)^^+^ - 1 
gtebt ju erfettttett, bafe 

uttb ttadö S)it)tfiott bux^ (n + i)fc°+i, bafe 

in ^ 2^ + . . + fc^ _ 1 ^ 1 (/ 1Y"*"^_ L 

S3ei ]&ittret(5ettb gtofeetn k tüirb bte redete ©eite beliebig fleitt. Sllfo 
etteiiä^t bei uttettblid^etn k 

l. + 2°+_^.. + ^° be« SSert ^*) 

§. 13. Sleilbarfcit ber 3<^^I^«**)- 

(deid §. 27 unD 28.) 

1* SBetttt ber Duotiettt bet (gattjeti) ^afiUn a uttb m eitte gattje 
Sal^I iji, toettti alfo bie S3it)ifiott von a butd^ m aufgellt, fo fagt matt, 
a ijt teilbar burd^ m, m gel^t auf itt a, a ift eitt S)it)ibuu5 (9Jlut 
tiplum, aSielfad^eS) t)oti m, m ift eiti S5it)ifor (SCeiler, SWafe) t)oti a. 
Sitte 3^^^^ t)ott ber gorm wa?, tceli^e bie gormel mx umfaßt, tüetttt 
für bie Utibeftimmte (indeterminata) x beliebige gattje Qa\)ltn gefegt 
tDerbett, fittb burd& m teilbar. S)ie burdö 2 teilbarett Soi)Un von ber 
gorm 2x l^eigeti gerabe (pares). S)ie burd^ 2 ttid&t teilbarett S^W^ 
2a; + 1 l^eifeett utt gerabe (impares). Eucl. VIL def. 5 ff. 

SBetttt a burd^ m teilbar, uttb m burd^ p teilbar ift, fo ift aud& 
a inxä) p teilbar. S5etttt ttad^ SSorau^fe|uttg ift a = mar, m = py, 
folglid^ a == pxy, Uttb töetttt a bur(^ w teilbar uttb z eitte beliebige 
Sal^l ift, fo ift aud^ baS $robuft az burd& m teilbar. 



*) S)icfcn ©a^, beffen Slnfänöc Bei Slrc§imcbc§ (©^traten 10) ju finben 
finb, unb beffen ^luffteUung ber erfte ©d^ritt %\xx 35ereci^nung Beftintmter gntegrale 
xoox, l^aben bie SKati^ematüer ber erften §älfte beS 17ten S^l^rl^unbertg enttoitfelt. 
ijermat unb SRoberwal örief t)on 1636 D!t. 11 (germat opp. p. 140), ^a§cal 
Oeuvres ed. Lahure 11 p. 482, SBatliS Arithm. infin. 1656. SSgl. ©tereom. §. 9. 

**) 3^^ biefem ber Slritl^metif im engeren ©inne (gal^Ienlel^re) angel^öriöen ^ara^ 
grapl^en wirb unter ^(x^ eine gange ^aljli Derftanben. 
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2* SBenn a unb b butd^ m teilbar, x unb ^ beliebige Saldiert 
fittb, fo ift ax ± by butd^ m teilbar (Eucl. V, 1). SDenn naä) ber 

SSoraitöfefeUttg ift a = ma, b = mß, folfllicj aa; + % = m(ax ± ßy), 

SBenn t)on bett ©ifferettjen a — b unb c — <^ jebe burd^ m 
teilbar ift, fo fittb aud^ 

a ± c — (^ i ^)f ^^ — ^^/ ^^ — ^^ ^^ — 5^, . . 

bur(^ w teilbar. S5etttt 

a + c — («► ± d) = (a — Ä) ± (c — d) 
ac — hd = {a — b)c -\- b{c — d) 
a'^ — b^ = (a — b){a + b) 
a^ — b^ =(a — b)(a^ + ab + b^\ U. f. f. 

3* SBettti bie S^l^l « burd^ bie S^i^l * bit)ibiert bett 3leji c giebt, 
TDetttt toieberutn b burd^ c bit)ibiert bett Sfteft e? giebt, u. f. f., fo bleibt 
ettblid^ ber SReft 0, toeil bie (gattjeti) S^^l^tt b, c, d, . , eitte faUetibe 
Steige bilbett, uttb tnatt ^at bie Äette von ©lei(^uttgett (§. 10, 3) 

a = pb -jr c 
b =i qc -\- d 



g =z uh 

5Der le|te t)oti 9tull t)erfd^iebette Sftejl h ber gefuttbetteti SReil^e ift 
ber größte getneittfd&aftlid&eSioifor ber3<^lll^tt a utib b. 5Dettti 
h ift eitt ©ioi^or ooti g^ alfo aud^ (2) t)ott <^ + ä b. i. /, alfo aud^ 
t)ott iebetn tjorattgel^ettbett Sfteft fotoie etiblid^ t)oti ^» uttb a. Uttigelel^rt 
fd^liejst matt, bafe ein S)it)ifor t)on « unb b aud^ ein S)it)ifor t)on 
c, d, , ., h ift, unb ba^er nid^t mel^r als ä fein fann. 

SSenn jwei Scti&len einen gemeinfd&aftlid^en S)it)ifor über l nic^t 
l^aben, fo l^eißen fie prim ju einanber Oprimi inter se, relatioe 
^rintjal^len). SBenn h ber größte gemeinfd&aftlid^e 5Dit)ifor t)on a unb b 
ift, fo finb bie ^a^Un a : ä unb b : ä prim ju einanber. ;3ngbefonbere 
finb je pei folgenbe natürlid^e S<^hnf a unb a + l, relative 5ßrim^ 
ja|)len. Eucl. VII, i. 

Slnmerlung. SBenn ber Bö^l^t unb ber ^Renner eines Srud^e« 
ni(5t prim ju einanber finb, fo ift ber Srud^ rebucibel unb erl^ält 
feinen einfad^ften SluSbrudE, inbem ber Saldier unb ber $Jlenner burd^ 
il^ren größten gemeinfd^aftlid^en Sioifor bit)ibiert toerben (§. ii, 2). 
SBenn ber Q&^Ux unb ber 3lenner relatioe ^ßrirnja^len finb, fo ift ber 
S3ru(| irrebucibel. 

Um ben größten gemeinfd^aftlid^en S)it)ifor mehrerer ^a^hn a, b, c, 
. . iu finben, bered^net man ben größten gemeinfd^aftltd^en Sipifor h 



§. 13. %ixlf>atMt bcr S4^en. 81 

üon a unb b, bett größten genieinfd^aftlid&en ©iolfot A' t)on ä unb c, 
u. f. TD. Qebe gal^l, roeld^e in a, b elnjeln aufgellt, ifl ein S)tt)tjot 
t)ott Ä; jebe Sci^If n)el(^e in «, J, c eittieln aufgellt, ift ein gemein^ 
fi^aftUd^er S)it)ifot t)on h unb c, alfo ein S)it)ifor t)on ä', u. f. xo. 

4* SEBenn a unb b pxim ju einanber finb, fo gel^t ieber gemein'' 
fd^aftlid^e 35it)ifor t)on «fc unb * in fc auf, unb wenn jugleid^ ak butd^ 
h teilbat ift, fo ift fc butd^ fe teilbat. 

Sewei«. Untet bet aSotau«fe|ung, ba§ a ptim ju ft ift, witb in 
bet Äette t)on ©leid^ungen (3) bet lefete SReft ä = i, folglid^ 

ak = pftfc + cfc 
ftfc == gfcfc + dk 

• ••••• 

/fc = ^^fc -|- fe 

^ietau* fd^Uefet man (2), bafe ein gemeinfd^aftlid&et S)it)ifot x)on afc 
unb b aufgellt in cfc, dfc, . ., fc. @benfo fd^lie^t man, wenn ak butd^ 
Ä teilbat iji, bafe ä aufgellt in ck, dk, . ., h 

5» 3)ie gemeinfd^aftlidöen S)it)ibuen von a unb b b. ^. bie 3^^!^"' 
roeld^e fowol^l butdö « alg aud^ but(^ ^ teilbat finb, pnb x)on bet 

gotm a— a?, menn butd^ h bet gtöfete gemeinfd^aftUd^e S)it)ifot t)on 

a unb b bejeid^net toitb. Sft nämlid^ a = ha, b = hß, unb ak butd^ 
b teilbat, fo ifl aud^ ak but(§ /? teilbat; nun ift a ptim ju /? (3), 
folglid& k but(3^ ß teilbat (4), b. 1^. fc = /?a?, afc = aßx. 

S)ie gemeinf(5aftli(5en ©ioibuen uon «, ft, c flnb oon bet gotm 

b c 

^TU^* wenn butd^ h' bet gtöfete gemeinfd^aftlid^e S)it)ifot x)on 

a— unb c bejeid&net witb. U. f. xo. 

S)et fleinfte gemeinfd&aftlid^e S)it)ibuu8 t)on a unb b ift 
banad^ a—, bet Heinfte gemeinfd^aftUd&e SDimbuu« t)on a, b, c ift 

a-T- T7, u. f. n). S)et Heinfte gemeinf(ä^aftli(ä^e S)it)ibuu« bet telatit)en 

^ßtimjalölen a unb b ift a«>. Unb menn eine ^ciil butd^ bie telatinen 
^ptimja^en a unb b teilbat ift, fo ift fie butd^ ba« 5ßtobu!t betfelben 
teilbat. EucL VII. 36 ff. 

6* IXmgelel^tt fd&liefet man: S&tnn a unb k einjeln ptim ju b finb, 
fo ijl aud^ baS 5ßtobult «ä* ptim ju ft. S)enn ein gemeinft^aftlid^et 
S)it)ifot t)on afc unb ft wütbe in k aufgellen (4), alfo wate k nid^t ptim 
iu bf gegen bie SSotauÄfefeung. EucL VII, 26 ff. 

«aller. I. 7. QCufC. 6 
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^otenjen telatioet ^in}al^len ftnb telatbe $tint2al^lett. ^tnn 
a prim ju J, fo iji aa prim ju ft, unb a prim ju ih, gbenjo fd&lie^t 
man, bafe a^ ptim ju &^ 6», u- f. td. 

?• ®lne ^Ci\i\, weld^e burd^ anbete S^l^l^tt aufeer l nid^t teilbar 
ip, l^eifet eine 5ßtimjal&l (numerus primus). 3ebe ^(äj/i iji entroeber 
eine ^Primjal^l obet butd^ ^ßtlntjal^len teilbar. Eucl. VII, 34. 

83eroei8. SB3enn a leine ^imjal^l, fonbetn burd^ h teilbar ift, 
fo ijt h entweber eine ^rimjal^l ober burc^ c teilbar, ferner c entmeber 
eine 5ßrinijal^l ober burd^ d teilbar, u. f. f. S)ie 3<il^len h, c, d, . . 
bilben eine fallenbe Steige, n)eld^e beiSl^alb nur eine enblid^e älnjal^l von 
@liebern l^aben lann unb mit einer ^rim^al^l fd^lie^t, burd^ n)eld^e jebe 
ber oorangei^enben S^^^^^t ^^o aud& a teilbar ifi (l). 

Stnmerfunfl. @8 iji jTOedfmafeig, bie Qa^l 1 nid^t ju ben ^rim^ 
jal^len ju red^nen. S)ann jinb je jwei ^rimjal^len ol^ne Slu8na^me 
prim }tt einanber. S)ie einjige gerabe 5ßrimjal^l iji 2. ^tnn bie ^ai)l 
a jwifd^en r^ unb (r + l)^ liegt, unb burd& bie ^rimjal^len, weld^c 
Heiner alä r finb, nld^t teilbar iji, fo iji pe eine 5ßrimjal&I. @efe|t 
a xoäxt burd^ bie ^ßrimjal&l r + s teilbar, fo mftre a = {r + s)ac 
burd^ oc teilbar. 9lun ift 

X s= — j — < -^ — '— < r + 1 

b. 1^. entweber eine ^ßrimjal^l, bie r nid^t überfteigt, ober burd^ eine 
foldiie teilbar. Sllfo märe a burd^ eine 5ßrimjal^l unter r teilbar, 
gegen bie SßorauSfefeung; folglid^ fann a burd& eine 5ßrimjal^l über r 
nid^t teilbar fein. 

8* ®ie natürlid&e S^l^l^w^^i^^ entplt unenblid^ tjiel ^ßrimjal^len. 
Eucl. IX, 20. 

SBemei«. Gebeutet p bie pd^fte belannte 5ßrimjal&l, A bai 5ßrobuft 
ber belannten ^ßrimjal^len 2, 3, 5, 7, ..,/>, fo ift ^ + l entroeber 
eine 5ßrimja^l über p ober burd^ eine ^Primjal^l über p teilbar. ®enn 
A ift bur(^ iebe ber 5ßrimjal^len von 2 bi« p teilbar; -4 + 1 ift prim 
}u A (3), mitl^in burc^ feine ber 5ßrimjal^len oon 2 h\& p teilbar. 
SBenn nun A + i eine ^ßrimjal^l nid&t ift, fo ift fie burd^ eine ^Prim*» 
jal^l teilbar, meldte p überjieigt S)emnad& ift feine gegebene ^rimja^l 
bie leite 5ßrimjal^l in ber Stetige ber natürlid^en S^J'&l^«- 

2lnmerfung. gür bie äufeinanberfolge ber ^rimjal&len ift ein 
allgemeine« ©ejefe nid^t befannt. 68 giebt fein au8 ^ßotenjen einer 
Unbeftimmten gebilbete« ^ßolpnomium, ba« nur 5ßrimjal^len umfaßte. 
3- 55. bie gormel Al — x + x"^ enthalt für a? = i bi« 40 gSrimja^len 

(©Uler Hist. de TAcad. de Berlin 1772 p. 36). SBenn aber a + bx 
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+ cap2 föt a? = w eine ^ßtimjal&l p ergiebt, fo l^at fftt a? = m + py 
blefelbe gotmel ben Sßert 

a + 5(m + py) + c(m + jpy)2 
= a -}- ftw + cm^ -f- 6j9y + 2cmpy + cp^y^ 
= /? + (6 + 2cm) py + c/>2y2 

ber burdö P teilbar, alfo leine 5ßrimjal^l iji (Segen bre Theorie des 

nombres Introd. 20). 

9. @lne S<^^lf xod^t burd^ anbere S^^^^^^i ^ufeer l teilbar ift, 
f ann ate 5ßrobuft t)on beftimmten 5ßrinijal&len (einfachen galtoren) bar^ 
gejiettt werben unb l^eifet jufanimengefefet au8 biefen ^rimjal&len. 
S)ie allgemeine formet einer au« ben ^rimjal^len a, h, c, . . juiam* 
mengefefeten 3<i^l ift «"^^c^ . . . 

©ne au8 ben 5ßrimjal^len a, b, c, . , jufammengefelte 3^'^'' ift 
burd^ eine anbere ^rintjal^l p nid^t teilbar, ntitl^in avS anbern $rint^ 
jal^len nid&t jufamnienfe|bar. S)enn jebe ber S^l&len a, b, c, . . ift 
prim ju p, folglid^ ift au(ö ba« ^probirft a»i'*c^ . . prim ju p (6). 

10* SßJenn bie 3ufanimenfe|ung gegebener S^^W^ öu« 5Brim^ 
jal^len befannt ift, fo läfet fid^ ol^ne weitere« erlennen, ob eine ber 
Säulen burd^ eine anbere teilbar ift; weld^e« il^r fleinfter gemeinfd&aft*» 
lid&er S)imbuu8 ift; weld^eS il^r größter gemelnfd^aftlid&er S)ir)ifor ift; 
ob biefelben 5ßotenien finb. 

®ie 3«^l ^ ift burd^ iv^j teilbar, wenn N^ weber anbere einfädle 
eJaftoren, nod^ einen berfelben in größerer SKnjal&l l^at al« N. SBenn 
nämlidö ab burd^ a^bi teilbar ift, wäl^renb oj in « aufgellt unb b^ 
prim JU a ift, fo ift b burd& b^ teilbar. Denn e8 fei a= a^c, alfo 
ift au^ cb burdö b^^ teilbar unb b^ prim ju c, folglid^ gel^t ^^i in b auf 
(4). 3. S5. 360 = 23 . 32 . 5 ift burd& 24 = 2^ 3 teilbar, nid^t burd^ 
48 = 2* . 3, nid&t burd^ 63 = 3^ 7. ©n irrebucibler S3ru^ fann 
nur bann in einen enbli(^en S)ecimalbrud^ oerwanbelt werben, wenn 
fein SRenner t)on ber gorm 2« . h^ ift. 

©er Heinfie gemeinfd^aftlid&e ©ioibuu« oon N, N^, N^, . . wirb 
gefunben, inbem man jebem von ben einfad&en gaftoren biefer 3öl^len 
unter ben ©jponenten, bie er in N, A", , n^, . . l^at, ben größten 
fliebt unb baä 5ßrobuft biefer ^otenjen bilbet. 3- ^- 3.5. 7, 
2^ 7, 2 . 32, 23 . 3 ^aben ben fleinften gemeinfd&aftlid^en S)it)ibuu« 
23 . 32 . 5 . 7. 

S)er größte gemelnfd^aftlld^e ©ioifor oon N, N^, N^, . . wirb ge** 
funben, inbem man bie einfad^en gaftoren auswählt, weld&e N, N^, 
N2, . . gemein l^aben, iebem berfelben unter ben (Sfponenten, bie er in 
N, N^, N.^, . . j^at, ben fleinjien giebt unb ba« 5ßrobuft biefer ^potenjen 

6* 
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bllbet 3. 85. 22 . 3* . 5 unb 2«^. 3» . 7 ^aben ben größten flemeinfd^aft^ 
lid^eti aJtoifot 2^ . 3^. 

aaSenn «, ft, c 5ßtlmjal^len bebeuten, unb a^Waf bie «te ^otenj 
einer 3^^! ^ tPr fo ftnb a, /9, / butd& m teilbar. ®iebt eä j. 85. a, 
gaftoren a in ber 3<^l *^f f^ entl^alt fc beren «im, b. ^. eine burd^ 
m teilbare Slnjal^l, u. f. f. 

SBenn f, 9, h relatit)e ^ßrimja^len bebeuten, unb fgh eine wte 
5Potenj \% fo ftnb /, g, h ebenfatt« mte ^Potenjen. S)enn ein einfad^er 
^af tor f ann in fgh nid&t einen anbem ®jponenten l&aben, al8 in einer 
ber ^a^Xtn f, g, h, weld&e prim ju einanber finb. 

!!• SBBenn t)on einer 3ttl&l ii^re 3ufammenfe|un8 a\x& ^ßriwjablen 
befannt ift, fo laffen fid^ ol^ne weitereiS alle SJiüiforen ber S^l^l 
angeben, bebeuten a, b, c, . . 5ßrimjal^len, fo iji a'^b^c^ burd& atte 
©lieber be£ $robu(tS 

{l + a + a'^ + ., + a'^Xl + b + b^ + ,. + b^){\+c+c^ + .. + cr) 

unb nur burd^ fold&e teilbar. ®enn bie ©lieber biefe« 5ßrobuftÄ finb 
in bergomiela'Ä'c entl^alten, wobei r, s, t ber SReil^e nad^ bieS^i^len 
a, ß, 7 nid&t überpeigen; alfo ifi a'^bßcr burd^ a'ft»c* teilbar (10). 
®ie SCnjal^l aller ©ioiforen ber 3<J^l «"^^^ iP 

(l + a)(H-/3)(l + 7) 

weil ba« erfte ^polpnomium 1 + a, ia& 2te i + /?, ba8 3te 1 + r 
©lieber §at. hierbei finb l unb a-b^cr (bie 3öl^l felbji) al« 5Dioiforen 
ber 3tt'&l niitgejä^lt. 

SHe Summe aller ©ioiforen ber S^^l ift ba« 5probuft, burd^ 
beffen ©ntroidtlung bie S)ioiforen ber Qa^ gefunben werben, mitl^in 
(§. 11, 5). 

«a+l — 1 J/?+l — 1 c^ + l _ 1 

''^^V b— 1 c— 1" 

3. S3. 360 = 2^ 32 . 5 l^at 4 . 3 . 2 b. i 24 S)it)i|oren, nämlid^ 

1, 2, 4, 8; 3, 6, 12, 24; 9, 18, 36, 72; 
5, 10, 20; 40, 15, 30, 60, 120, 45, 90, 180, 360 

S)ie Summe berfelben ifl 15 . 13 . 6 = 1170. 

Slnmerfung. ®ine 3<*^l tfi t)ollfommen (releiog, perfectus) 
genannt worben, wenn fie ber Summe il^rer 3)it)iforen (bie 3<i^l f^ll^ft 
au8gef(ä^loffen) gleid^ ift. 3)ie jur 3eit befannten t)oIlfommenen B^U^^ 
ftnb in ber gormel (2^ — l) . 2*-^ entl^alten, unter ber Sebingung, bafe 
2^—1 eine ^ßrimjal&l iji*). 3. ». 2^ — 1 = 3, 2» — 1 = 7, 
25 — 1 = 31, 27 — 1 = 127 pnb ^Primja^len, fo ba^ 

*) Eucl. Vn, def. 22. IX, 36. »ergl. Älügel matl^. SB. V p. 887. %er* 
quem Nouv. Ann. III. Ül^er bie amicablen S^fjUn finbet man Mf^eted bei 
Klüger matlj. 2B. I p. 246, V p. 55. 
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3.2= 6 = 1 + 2 + 3 

7. 4= 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 
31 . 16 = 496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + . . . 

SBenn ttämltd^ 2* — 1 eine ^ßrinijaliil iji, fo ift ble Summe attet S)tot* 
foren t)Ott (2* — l) . 2«i mit eittf^lufe bet 3ai&l felbji 

(1 + 2^ — 1)(1 + 2 + 22 + . . + 2^-1) 
= 2*(2* — 1) = 2(2^ — 1) . 2*-i 

alfo na(| SluSfd^lufe bet Sa^l (2* — l) . 2^-^ gleid^ berfelben 3al^L 

Swei 3<^^l^« P^t> amicabel genannt worben, wenn jebe bet 
©umme bet S)it)ifoten bet anbetn (bie 30I&I felbft auÄgefd^loffen) gleid^ 

ift J. S. 220 unb 284. 

12» SBenn p, g, r, .. bie ^timjal^len bebeuten, butd& meldte ba« 
5(}tobuÖ ABC . . teilbat ift, menn untet ben S^^^tn a\ b', C, .. 
btttd^ P, p^, '., q, q^, . ., r, r^, . ., . . minbePen« ebenfopiele 
teilbat fmb, a\ä unter ben Sal^len ^, i5, 0, . ., fo iji ba« 5ßtobuK 
A'B'C'\ . butd^ ba« 5Ptobuft ABC . . teilbat*). 

3. S3. untet ben Sal^len 3, 4, 5, 6, 9 pnb 2 butd^ 2, l butd& 
2\ 3 butd^ 3, 1 butdö 32, 1 butd& 5 teilbat. 

Untet ben Bal^len 12, 18, 45 finb 2 butd& 2, l butd& 2\ 3 butd& 
3, 2 buxä) 32, unb 1 butdö 5 teilbat. 

®a bie lefetetn Slnjal^l^ti bet Steige na^ nid^t getinget finb, al* 
bie etftetn, fo ift 12 . 18 . 45 butd^ 3.4.5.6.9 teilbat. 

SSewei«. Untet ben ^a^kn A, B, c, . , feien a buti^ p tüU 
bäte, ß butd^ p^ teilbate, 7 butd^ p^ teilbate u. f. f. S)ann ift ba« 
5ßtobu!t ABC . . junäd^ji butd^ /?« teilbat, bet gefunbene Quotient 
ift wiebetum butd^ p^ teilbat, bet neue Quotient butd^ p^f vl i n). 
®a« ^ptobuft ABC .. entplt alfo a + jS + y + . , galtoten p. SSon 
gleid^et SJebeutung feien bie ainjal^len a, ß^, /, . . füt bie Sal^len 
Ä, ß', C, . . . 9flun finb nad& bet 3}otau^fe|ung «', ß^, y bet Steige 
nad^ nid&t getinget al8 «, /9, 7, . . , alfo ift « + /S' + 7 + . . ni(^t 
getinget al8 « + /9 + 7 + . . , b. 1^. ÄBlC . . enthält nid^t meniget 
gaftoten p al« ABC . . . 2lu« benfelben ©tünben entl&ält ÄB'C . . 
nid^t TOeniget galtoten q, r, . . a\& ABC . . . SJal^et ift a'b'C . . 
butd& ABC . . teilbat (10). 

13. SBenn eine beliebige ^a^l bet Steil^e l, 2, 3, . . , w butd^ Je, 
unb bie ganje S^i^l be* Cluotienten m : k butd^ m bejeid&net witb, fo 
ftnb m ^a^itn bet Sfteil&e butd^ k teilbat, nämlid^ k, 2fc, . ., mk. 
aOBenn fetnet bie ganje Qai)l be« Ciuotienten m : k butd^ m" bejeidönet 

*) 2)ic in (12) unb (13) cntl^altcnen ©ä^^ finb üon ®au6 (Disq. arithm. 
126. 127. 41). 
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tüirb, fo fittb m" 3a§len ber Sftei^e l, 2, . . , m' burd^ h teilbat, mitl^ltt 
fittb m Söi&len ber gegebenen Sftel^e butd^ fc*^ teilbar. U. f. w. 

3n ber SReil^e t)on ebenfot)tel folgenben S^^l^^ « + i, a + 2, . . , 
a + m giebt e3 minbeftena m', pd^ften« m' + i bur(i^ fc teilbare 
3ailen. S)le Ilelnjie burd& fc teilbare S^'&l ^^^ Slell&e, roeld&e burd^ 
a + c bejeid&net wirb, tann a + fc nld^t überfielgen. Sllfo entl^alt 
ble Sielte ble burd^ fc teilbaren S^^W^^ 

a -\- Cf a + c -f- fc, . . , a + c + (m' — 1) fc 

unb aufeerbem a + c + m'fc, wenn c Hein genug Iji. 

5Daä ^robuft (a + i)(a + 2) . . (a + w) ift burd& ba« $robuft 
1 . 2 . . . m teilbar. SBenn nämlld^ baa jwelte ?ßrobuft au« ben 
^ßrlttiial^len p, 5, r, . . jufammengefe|t Iji, fo finb unter ben ^(ä^ltn 
a+i, a + 2, ..,a + w mlnbeften« ebenfomele burd^ p, j>^ , ., 
qr q'^f . . , r, r'^, . . teilbar, ala unter ben S^^^tn i, 2, . ., m, folg^ 
Ud^ u. f. n). (12). 5Der Quotient beiS erften ^robufta burd& baS j^elte 
Ift eine figurierte gal^l (§. 28), niltl^ln eine Summe üon ganjen S^^l^it, 
alfo aud& au« blefem ©runbe eine ganje S^^L 

aOäenn m = aH-^» + c+.., folft 1.2.3... m burd^ bag ^probutt 

teilbar, well 1 . 2 . . . a burd^ l . 2 . . . a, (a + 1) . . (a + ft) 
burdö 1 . 2 . . . ^ (a + ft + 1) . . (a + ^ + c) burd^ 1 . 2 . . . c, 
u. f. f. teilbar Ift. S)er Quotient Ift burd& m teilbar In bem gattc, 
ba6 w eine ^rlmjal^l Ift. S)er Quotient Ift ble Slnja^l oon 5ßermuta- 
tlonen getolffer ©lemente (§. 25, 4) unb au($ au« blefem ®runbe eine 
ganje Sß^l- 

14» SOBenn ble 3cii^l ^ ble ©lolforen a, b, c, . . l^at, xod^t prim 
ju elnanber ftnb (jeber ju jebem ber übrigen), fo glebt e3 In ber SRell&e 

1, 2, 3, . . , w 

3al^len, ble burd^ a, b, c, . . ntd^t teilbar ftnb*). 

Sewel«. Qn ber gegebenen Stelle glebt e« — 3Ä'&len, weld&e 

burd& a teilbar finb, nämlld^ «, 2flr, 3a, . ., — a, folglld^ bleiben 

m — — =sm(l 

3a§len übrig, weld^e burd^ a nld&t teilbar finb. 



*) ®ulcr 1763 Nov. Comm. Petrop. 8 p. 74. Acta Petrop. 4, II p. 18. 8 p. 17. 
$ergl. @auB Disq. arithm. 38. ^irtd^let 3al^(entl^eone von ^ebeünb §. U ff. 



§. 13. XeilBatleit bet ^a^lm. S7 

Unter bcn butd^ a tiid&t tellbatett 2a1)Un bet ßegebenett Sflell&e ^at 
man biejettiflen nod^ airöjufd&elben, weld&e burd^ 6 teilbar finb. @« 
giebt aber in ber Sleil^e 

ebenfot)iel burd^ a nid^t teilbare 8a\)Un, a\ä in ber Stelle 

12 3 - 

S)entt 6 Ift prim ju a, folglld^ ä;ä burd^ a teilbar ober nid^t teilbar, 
je na^bem k burd^ a teilbar ift ober nid&t teilbar (4). S)ie lefetere 

SRei^e entl^ält nad^ beut obigen j(i j S^ti&l^ttr weld^e burd^ a 

nid^t teilbar finb. 3flad& 3lu3fd^eibung berfelben bleiben oon ber ge^ 
gebenen Sfteil^e 

■»(•-i)-K'-^)-K-y('-l) 

2af)Un übrig, weld^e burd^ a, b nid&t teilbar pttb. 

Unter ben burd& a, b nid^t teilbaren 2<^\)kn ber gegebenen SRei^e 
finb ferner aud^ nod^ biejenigen airöjufd&eiben, roeld^e burd6 c teilbar 
finb, unb beren e« ebenfooiel giebt, a\k ti in ber Weilte c, 2c, 3c, 

. • f — c Sohlen giebt, bie burd^ a] b nid^t teilbar find, nämlidö 

—(l )\^ ~ Tr ^^^ SBeglaffung berfelben bleiben oon ber 

gegebenen Sleil^e 

.. [)-f('4)('-l)-»('-a('-l)('-l) 

Bal^len übrig, bie burd^ a, b, c nid^t teilbar finb. 

15* aSenn bie fämtlid^en ^rimjai^len, auÄ weld^en bie 3ä^I »» 
jufammengefe|t ift, burd^ a, b, . . , h begeid&net werben, fo giebt e« 
in ber Steige l, 2, 3, . . , w 



^,i_lVi^l>--'«, 



m 



('-i)('-i)-(-i) 



Sttl&len, weld^e burd^ a, 6, . ., ä nid&t teilbar (14), mithin prim ju 
m pnb. S)iefe Slnja^l wirb nad& ®au6 (a. a. D.) in ber Slrit^metif 
burd^ q>{m) bejeid^net. 

3. JB. 60 = 22 . 3 . 5. 3n ber 9iei^e l, 2, . . , 60 giebt t& 
alfo 

<p(60) = 60 . y.y.y = 16 

3al^len, tueld^e prim ju 60 finb, näntUd^ 
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1 7 11 13 17 19 23 29 
59 53 49 47 43 41 37 31 

SIBenn m unb k xdatm 5ßrimjal^len finb, fo finb aud& m unb m — k 
relative $ritnjal^lett. 

5Die Sft^l 1 wirb als prim ju [x6) felbft betrad&tet, fo bajs 9)(l) = 1. 
(Sitte 5ßrimjal^l p ifi prim ju atten ttiebcrcn S^löl^ti, alfo q>{p) = ^ — i. 
SSJetttt a, 6, c ^ßrimialölett bebeutett uttb m = a«5/»cy ift, fo fittbet man 

q)(m) = a«-i 5/^-1 c^i (a — 1)(6 — l)(c — 1) 

SBetttt w» burd^ fi uttgetabe 5ßrimjal^lett teilbat Ift, fo iji ^{m) butd^ 
2/* teilbat. SGBetttt m uttb n au2 bettfelbett ^ßtimjal^lett jufantttiettgefelt 
fittb, fo latttt baS SSetpltttig q)(m) : ^(n) butd^ ^otettjett betfelben 
^PtitnjalÖlett au^gebtüdt toetben, j. S. ^(360) : ^(60) = 6. 
SBentt m Uttb m' telatioe 5ßtitnja]&lett fittb, fo l^at matt 

^(m) = m(l ^ ^)(l - I) . . 

^(W) = w(i - i)(i - i.)(i - i)(^ - y) • • 

folglid^ g?(OTm') = q)(m) q){m), j. 8. 

^(36) = g)(4) 9)(9) = 2 . 6 = 12 

16* SBetttt 6 eitt ©ioifot t)Ott m ift, fo giebt e« q>(^\ 3<^§l^« i>^^ 

gleite 1, 2, 3, . ., 7/1, füt n)eld&e d bet gtöfete SJioifot iji, bett fie 
mit m gemeitt l^abett. ®etttt utttet bett 8<^^tn von 1 biä w fittb 6, 

2d, . ., -^d butd& 6 teilbat. SRutt ift abet 6 bet gtöfete gemeitt«» 

772 

fd^aftlid^e S)it)ifot bet 3<J^l^tt Ard uttb ^rf ttut batttt, tt)etttt fc ptim ju 

^ ift. SHfo giebt e« itt bet gegebettett Steige ebettfooiel S^^^l^^f n)eld^e 

mit m bett gtöjstett gemeittfd^aftUd^ett ©ioifot 8 ^abett, al8 eS S^^l^^i 

bet Sleil^e l, 2, . ., ~ giebt, tt)el(3&e ptim ju ^ fittb, ttämlid^ ^\6\ 

ttad^ bet attgettommettett Seseid^ttuttg (15). 

aBetttt atte 3)it)ifotett bet 3al&l ttj butd^ ^i, ^2^ ^sr • • bejeid^ttet 
tt)etbett, fo ift*) 

9>(rfi) + ^>{ßi) + 9)(d3) + . . = m 

S)iefe @igettfd^aft tt)itb etfattttt, ittbem matt bie 3al^lett l, 2, . . , /« 

•) ©aug Disq. arithm. 39. SJcrgl. S)lric§let a. a. D- 



§. 18. ^ei(0ar!eit bev gal^len. 
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nax!^ bem größten 3)iPifor, iDeld^en fie mit m gemeint l^aben, gruppiert. 
3n bie ©ruppe berienigen 8(^Un, weld^e mit m bcn gröfeten gemeitt" 

fd^aftUd&en SJioifor (J, l^aben, ge^ren gpT^j Sal^len; in bie ®ruppe 

berjenigen gal^len, toeld&e mit m ben grölten gemeinf<i&aftlid&en SDiuifor 

^2 l&aben, gel^ören 9>[j-) S^l&len, u. f. w. S)ie Summe biefer 3ln* 



m 



\ 



'm\ 



idjltn 9>[-T-] + ^[t) + • • ift ^r l^i^ Menge ber verteilten 3<iÖlen. 

S)ie Sleii^e ^, t-' • • umfaßt aber aüe ©iptforen t)on m. 

S)iefe abiäl^Iung mirb burd^ folgenbe Sfteii&nung betätigt. 68 fei m 
a\x& ben 5(}rimjal^len a, 5, c }ufammengefe|t unb par w = a-^^cy. 
ein 2)it)ifor d biefer B^^Öl ift ^on ber gorm a^ft^c, menn A eine 3ä^I 
ber SReil^e 0, l, 2, . ., a bebeutet fi eine Qd^l ber Steige 0, 1, 2, . ., /9 
unb V eine Sal^l ber Steige 0, l, 2, . ., 7, 5Run ift (15) 

Sllfo flimmt bie ©umme atter SQBerte von go (6), meldte ju ben einzelnen 
SBerten von X, n, v gel^ören, mit bem ^robuft ber Sfteil^en 

<jp(l) + (p{a) + g)(a2) + . . + ip{a-) 
(p(l) + (p{h) + 9)(52) + . 

<PiX) + 9^W + 9^(<^^) + • 

Überein. 3)ie erfte Sfteil^e l^at ben SBert 

1 + (a - 1) + a(a — 1) + . 
= 1 + (a — 1)(1 + a + 

= 1 + (a« — 1) = a« 

3)ie iweite unb britte SHeil^e l^aben bie aSBerte h(^ unb c^. S)al&er ift 
bie ©umme aller SDBerte von q>{6) b. i. ba« ^ßrobuft ber SReil^en = 

«eifpiel. S)ie Ml 60 i^at bie SDioiforen l, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 

12, 15, 20, 30, 60. 



+ 9>W 



1) 



yd) 


1 


^(5) 


4 


9) (15) 


8 


<p(2) 


1 


9) (6) 


2 


9) (20) 


8 


y(3) 


2 


9) (10) 


4 


9) (30) 


8 


9) (4) 


2 


y(12) 


4 


9.(60) 


16 



SBie Summe biefer SUnjal^len iji 60. 

17» 3ebe 3ft§l « tonn burd^ ein SSielfai^eÄ einer gegebenen poR^» 
tit)en gal&l fc unb burd^ eine 3<i^l ^ i>^>? ^t^^l^^ 0, 1, 2, ..,fc — 1 
ol^ne ausnähme unb auf eine SBeife bargefiettt werben, ba§ a^^^^ßh-^ r. 
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SBäre jugleid^ a = /fc + r, fo lodte r — r = (/ — Ä)fc butd^ fc 
teilbat, geflen bie über r unb / gemad^te aSorauafefeung. 

Sufolge biefer S)atjienung ber 3^^^ « l^ifet rbet9lejlt)0tta 
ttad& bem 3Robulu3 ä:. SSBcntt jtoel S^l^ti a unb 6 nad^ bem 
gjlobul fc benfelben SReft ^aben ober nld^t, fo toetbeti fle fongruettt 
ober ittfottgruent nad& bem SRobul fc genantit Um bie Äongruenj 
ber 3«^l^^ « unb ft nad^ bem 3Robul fc au^jubrüdfett, fd^reibt man*) 

a =: h , mod fc 

3. 35. 32 = 17, mod 5, weil 32 uttb 17 ttad^ bem 3Kobttl 5 benfelben 
3fleji 2 ^aben; 23 = — 17, mod 8, weil 23 unb —17 nad^ bem 
ajlobul 8 benfelben 3lejl 7 b^ben. Sie nad^ bem SKobul fc mit h 
fongruenten 3^^^^ ftnb oon ber gorm h + tk, 

S)ie S)ifferenj ber nad^ bem SKobut fc fongruenten '^(äj^n « unb h 
ift oon ber gorm «fc b. b- burd^ ben SKobul ber Äongruenj teilbar. 
6in gemeinfd^aftlid^er ©ioifor oon a unb k gebt aud^ in h auf; ber 
größte gemeinfd^aftUd^e S)ioifor oon a unb fc ifl jugleid^ ber größte 
gemeinfd&aftlid^e S)ioifor oon h unb h 

Umgefebrt fd^Uefet man, bafe bie Z^^"^ « wb h nad^ bem SUlobul 
Ä: longruent ober infongruent finb, je nad^bem ibre 3)ifferenj burd^ k 
teilbar ober nid^t teilbar ift. 

18* I. aSenn jroei 3^bl^ti nad^ bem SWobul fc fongruent finb, fo 
finb fie aud^ nad& jebem S)ioifor oon fc longruent. SQSenn jmei 3^^!^« 
nad& ben SWobuln k, i, m, . . longruent pnb, fo finb fie au^ nad6 
bem fteinften gemeinfd&aftlid^en 3)ioibuuä ber 3Kobuln longruent (5). 
^txvx nad& ber 3Sorau^feguttg gebt fc in ber 35ifferenj ber beiben ^a\)\tti 
auf, folglid^ u. f. m. 

n. SBenn nad^ einem SKobul bie 3abten a unb h, m unb n fon* 
gruent finb, fo finb aud& bie Summen ober 3)ifferenjen a + m unb 
b ± n, bie 5ßrobuIte am unb bn, bie ^otenjen «^ unb b^^ nad^ bem# 
felben 3Jlobul fongruent. SDenn nad^ ber SSorau«fe|ung gebt ber 5Ulobul 
fowobl in a — 6, alÄ aud^ in m — « auf, folglid^ u. f. xo. (2). 

9Benn überbaupt nad^ einem SKobul bie S<^\)ltn x unb y, a^ unb ^o^ 
«i unb 6,, a^ unb b^^ . . longruent finb, fo finb aud^ bie ^olgnomien 

felben 3Kobul fongruent 

ni. SluiS ber Äongruenj ber Sielfad^en am unb bm nad^ bem 
aRobul fc folgt bie Äongruenj ber ^(ä^ltn a unb b (nid^t na(^ bem 

k 

aWobul k, fonbern nur) nadö bem 3Jlobul -^, menn burd& rf ber größte 



*) ®au6 Disq. arithm. 1 ff, ajergl. SDirid^lct 3ft§^««tlJconc §. 17. 
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flemeinfd^aftltd^e S)tt)ifor von m unb k bejetd^net wirb. ®enn m^ bet 
SSorauäfefeung ift m{a — b) butd^ /r teilbar, alfo aud^ -^(a — ^>) butd^ 

■j teilbat; nun Ijl -^ ptlm iu j, foIall(]& a — ft butd^ j tellbat (4). 

Slu« 27 = 12, mod 5 fiä^Uefet matt 9 = 4, mod 5 
2lu2 120 = 84, mod 18 fd^lle^t matt 10 = 7, mod 3 

19* SlKe S(^W^ n)etbett ttad^ bem 3Robul k in k filaffett fo 
geteilt, ba§ ble S^^^ett emet Älaffe mit 0, ble S<^W^ bittet attbettt 
Älaffe mit l, ii. f. n)., ble S<^W^ bet lefetett Älaffe mit fc — i naäj 
bem 3Kobul k fottgtuletett. S<^^kn elttet Älaffe fittb fottgtuettt, S<^'^Un 
t)etf(5lebettet Älaffett flttb Ittfottgtuettt ttad^ bem attgettommettett 3Robul 
(17). aCBäl&U matt auS jebet Silaffe eltte 3öi&l ttac^ Sellebett an», fo 
l^at matt eltt üollftättblge« ©^jiem tta(§ bem SWobul k xnlon^ 
gtuetttet S^^l^tt, xok e« j. 35. je k folgettbe B^^^ett c, c + i, 
c + 2, ..;C + fc— 1 bllbett. 

aOBetttt ble SaJ)Un a?i, a?2, . ., xy, naä) bem SWobul k mfottgtuettt 
flttb ttttb b ptlm ju k, fo bllbett ble ^a^Un a + bx^, a + bx2, . ., 
a + bx^ tt)lebetum eltt t)ottjiättblge^ Softem Ittfottgtuetttet S^J'&l^^- 
SBfitett a + bx^ uttb a + bx<^ fottgtuettt ttad^ bem aWobul k, fo n)äte 
ll^te Slffetettä bix^ — a^j) butd^ fc tellbat; ttutt Ip 5 ptlm ju ä?, alfo 
n)äte a?! — a?2 but(3^ Aj tellbat (4), vxxX^^xn x^ = a?2, mod fc, gegett 
ble 3Sotau2fe|uttg. 

SBetttt 6 eltt S)lt)lfot tjott fc Ift, fo glebt e« 9)(-j] 3^^^^^ ^^'^ 

9lell&e 1, 2, . . , ^', für n)el$e ö bet gtöfete S)lt)lfot Ip, bett fle mit k 

gemeltt l^abett (16). 2llfo glebt e« 9\-^ illaifett, ble fold^e ^(äiX^n 

etttl^altett, bafe 6 bet gtöfete S)lt)lfot Ift, n)el(äöett fie mit k gemeltt l^abett. 
SttiSbef Ottbete glebt e« 9)(fc) Älaffett, betett ß^^t^it P^iw i^ ^ P^^« 

20» 3)le SRefie t)Ott ^tobultett obet ^otettjett n)etbett am eltt* 
fad^fiett auS bett Sftejiett listet gaftotett beted^ttet. SBetttt a uttb a ttad^ 
bem 2Robul k ble Slefte r uttb / babett, fo b^^t «a ttad^ bem aJlobul 
k bettfelbett Sfteft ate rr b. b- ««' = ^^', mod fe (18). Uttb xo^nn a« 
bett Sftefi 5 b<^t, fo bat a«+i bettfelbett Sfteft als rs. 3. S5. SRad^ bem 
gjlobul 13 babett 217 uttb 57 ble SRefte 9 uttb 5, folglld& 217 . 57 

= 9.5 = 6, Uttb 572 = 25 = — 1. 

Sflad^ bem aJlobul 2 tji a« = a, tt)ell belbe bett 3left obet 1 
babett, ie ttad^bem a getabe obet uttgetabe Ift 



] 
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9lad^ bem SRobul 5 ftnb o&e S^ltn tongtuent mit eittet bet S(^^tt 
0, 1, —1, % — 2. SRad& beittfelben aJlobul finb alfo alle Quabrate 
longruent mit einet bet ^a^itn 0, i, — l. Salier iji entroebet a ober 
a2 — 1 ober a2 + 1 iuxö) 5 teilbat, mitl^in ift a{a^ — l)(a2 + i) 

r=> a^ — a bUtd^ 5 teilbat, b. 1^. «'^ = a, mod 5 UTlb mod 2, folg^ 

lid^ aud^ mod 10. S)ie 5ten ^potenjen l^abett biefelben ©inet als bie 
3tt^len. 

3flad6 bem SKobul 13 finb bie ^Potenjen 57, 572, 57^ . . bet 
3leilÖe nad^ fongtuent mit 5, —l, —5, l in petiobifd^et SBiebetfel^t. 
9lac& bem SUlobul 11 finb 9, 92, 9^ . . bet Sftei^e nad^ fongtuent mit 
— 2, 4, 3, 5, 1; na^ bem SRobul 5 finb biefelben ^otenjen bet 
Steige nad^ fongtuent mit — l, l. 3la^ bem SRobul 15 finb 12, 12^, 
l2^ . . bet SReil^e nad& tongtuent mit — 3, — 6, 3, 6. 

21^ 2Benn bet aJiobul eine ^ßtimjal&l p unb bet ©ignanb a butd^ 
P nid)t teilbat iji, fo bilben bie 3lefte bet 5ßotenjen a, a^, a^, . . 
^Petioben von l^öd^ftena p — l ©liebetn, inbem aP-i = 1, a^ = a, . ., 
mod p*). SßJenn bet SWobul eine jufammengefefete S<^U ^ unb a ptim 
ju k ift, fo bilben bie SHefie von a, a^, a^, . . ^etioben von l^öd&ften« 
y(fc) b. i fooiel ©liebetn, al« Scäfltn bet Sfteil&e l, 2, . ., fc ptim 
SU fc finb, inbem avo^) = 1, mod k. 

3fla(ä& bem SIRobul 5 §at 3^ ben SReft l, nad& bem SWobul 37 |iat 
5^6 ben giefi l. Sflad^ bem 2Robul 7 l^at ni(ä^t nut 2^ fonbetn aud^ 
fd^on 2^ ben SReft l; nad& bem SWobul 13 l^at 5^2, abet aud& fd^on 5^ 
ben Sfleft 1. aSßeil 9) (15) = 8, fo ift 2» = 1, mod 15; t& i)at abet 
aud^ fd^on 2^ nad^ bem 3Robul 15 ben Sleft l. 

Sem ei«. SJBenn a, 2a, 3a, . . nad^ bem SKobul p bie Sftefte 
^u '^if Hf • • iÖ<^6^«, fo finb bie 5ßtobufte 1 . 2 . 3 . . . (p — l)aP-i 
unb r^r^r^ . . rp.i fougtueut (18). aBeil a ptim ju i>, fo finb bie 
9lefte r^, rj, . . t)on »etfd&ieben unb infongtuent (19), mitl^in ^(äihn 
bet Slei^e 1, 2, . ., p -- 1, fo baß i^t ^Ptobuft ben 2Bett 1.2.3 
. . (p — 1) §at. S)iefet SBett ift ptim ju p, folglid& (18, III) ap-^ 
= 1, mod p. S)ie fiongtuenj aP = a, mod p finbet aud& bann nod^ 
jiatt, menn a butd^ p teilbat ift. 

aoSenn bet SRobul bie jufammengefe|te ^d^\ k ift, unb bie ^oij^vx 
bet Sfteibe l, 2, . . , k, meiere ptim ju k finb unb beten e« q>{k) giebt, 
butd^^i, ^2, ^3, . . bejeid^net roetben, menn fetnet bie S^t^l^tt afc, , ak^, ak^, 



*) gcrmatS 2tMa% (1640). 2)ie Stuäbeljnuna biefcä ©o^cä auf jufammen« 
ocfe^tc aRobuln l^at @ulct pcfunben Nov. Comm. Petrop. 8 p. 74. SBcrgl. ©auf; 
Disq. arithin. 50. ^et o5tge einfädle ^etoeid ift t)on ^iriqtet gegeben worben 
^reUe 3. 3 p. S90 unb ga^ientl^eorie §. 19. 
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. . naö) bem aRobul k bie Sftefie r^, r^, r^, . . l^aben, fo ergiebt fid^ 
wiebetum butd^ 3KulttpUfation 

^aä) ber aSorauäfefeunfl finb a unb k xtlatm ^ßrirnja^lett, fc,, k^, k^, 
. . infonfltuettte SaX)Un, alfo finb aud^ »-i, ^2r ^3^ • • infongtuent, t)Ott 
t)erf4leben unb ptim xu fc, mitl^in 34l^ti ber Sftell^e A^ir fej, ^3, . ., 

fo baj3 r^r2r^ . . ^ Ä;jfc2*^3 • >, U. f. tO. 

22* SKUe burd^ fe nid&t teilbaten Ouabrate finb na^ bent SDlobul 
fc mit geroiffen S^^^^tt ber Steige 1, % , ., k — i f ongtuent, mit ben 
übrigen ni(ä^t. S)ie etftem S^^Un (unb ble mit il^nen longruenten 
Bälgten) l^ei^en bie quabtatifd^en Slefie t)on fc, ble übrigen l&eifeen 
bie quabratifd^en Slid^t^Sfteile t)on k*). 

SBeil (fe + a;)2 _ ^2 b^^^ ^ teilbar ift, fo ijl 

(k HH x)^ ^ ic^ mod fe 

unb man brandet, um bie Stefie aQer Ouabrate nad^ bem äRobul k 
b. ]&. atte quabratifd&en Sftejie t)on fc ju flnben, nur bie Sftefie ber 
Duabrate von 1, 2, . ., i(k — i) ober ifc, je nac^bem k ungerabe 
ober gerabe, auftufud^en. S)er ®l^arafter einer 3^^! wirb baburd& 
beflimmt, bafe man entfd^eibet, ob pe ju bcn (quabratifd&en) Sfteflen ober 
8U ben 3lid^treften oon k ge^rt. 

Da (a + 1)2 = a2 -f (2a + 1) ift, fo tanu man bie öuabrate 
von i, 2, 3, . . burd^ Slbbition ber ungeraben S^i^len bilben, 22 = 12 + 3, 
32 = 22 + 5, u. f. m., unb bie folgenben Sftejie au8 bem iebegmal 
tjorl^ergel^enben SReft, inbem man ju i^m eine ungerabe S^^l abbiert 
ableiten. 3. ». nad& bem SRobul 13 finb l\ 2^ 32, 42, 52, 62 ber 
SHeil&e nad^ fongruent mit l, 1 + 3, 4 + 5, 9 + 7 = 3, 3 + 9, 
12 + 11 = 10; alle öuabrate, in benen 13 nid^t aufgellt, longruieren 
nad^ bem SRobul 13 mit einer ber ^di^ltn 1, 3, 4, 9, 10, 12, toeld^e 
bie (quabratifd^en) Stefte oon 13 l&eifeen, mäl&renb 2, 5, 6, 7, 8, 11 bie 
SRid^trefte oon 13 finb. 
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*) 2)icfe für bie ^ritl^mcti! lüidjtiße Untcrfd^eibung ift von ®ulet (Opusc. anal. 
I p. 26S) gemad^t toorben. SBetgt. ®avi^ Disq. arithm. 94 ff. S^itid^let Saf^lm^ 
t^eovie §. 82 ff. 
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aSenn p eine ungerobe $rtm}al^l ift, unb loenn a unb b 3<^len 
ber Stetige l, 2, . ., |(p — l) bebeuteti, fo finb a^ unb 6^ naiä^ betn 
aWobul p Inlongruent; todte a^ — b^ ^ (a + *)(a — &) butd^ p 
teilbat, fo müfeter toeil a — b print ju ;? ifl, a + 6 but(5 p teilbar 
fein, gegen bie übet a unb & gemad^te äSotauSfe^ung. S)a]^et gtebt ed 
nid^t weniget a\& i(p — 1) quabtatif(§e Slefle von p. 

23* SBenn ;? eine ^timjal^l unb a butd^ p nid&t teilbat Ip, fo 
fönnen bie 8*^1^^ l, 2, . ., p — i fo gepaatt wetben, bafe bie au2 
ben ein}elnen Maaten gebilbeten ^tobutte nad^ bem 3Robul p mit a 
fongtuieten. 3Benn inäbefonbete a ein quobtatifd^et Sfteji von p ift, fo 
giebt e« in bet Süeil^e 1, 2, . ., p — l jwei ju p fid& etgänjenbe 
Sal^len, weld^e mit ftd^ felbft $aate t)on bet angegebenen 2ltt bilben*). 

SeifpieL 2)ie quabtatifd&en Slefle oon 7 finb l, 2, 4; ballet 
ge^ött 12 ju ben 3flid^tteften, 9 ju ben Sleflen. 2lu2 ben 8#^tt l bi« 
6 laffen fid^ 3 $aate bilben, fo bag bie an& ben Maaten gebilbeten 
^Ptobufte nad& bem 3Mobul 7 mit 12 longtuieten, unb 4 5paate, fo bafe 
bie 5ßtobufte mit 9 fongtuieten. 3n bet a;^at finb nad^ bem SRobul 7 

1.5 = 2.6 = 3.4= 12 
1.2=3.3 = 4.4 = 5.6 = 9 

fötxotxS. SBenn m eine bet ga^len l, 2, . ., ^ — l bebeutet, 
alfo ptim JU p ifi, fo ^aben bie S^^tn m, 2w, ..,(/> — i)m nad& 
bem aWobul p petfd^iebene 3lefie an» bet SRell^e 1, 2, ..,;? — l (19). 
@lnet blefet Sftejie ifl abet aud& bet Sfteft von a nad^ bem SKobul p, 
meil a butdö p nid^t teilbat ip. Sllfo giebt e« untet ben ^tobuften 
m, 2m, . ., (p — i)m eine« unb nid&t mel^t ate eineÄ, ba« mit a nad^ 
bem aWobul p longtuiett. 

SBenn a ein quabtatifd^et 3lefi t)on p ifi, fo giebt e« eine unb 
nld&t me^t al8 eine 3^^! ^ bet Stellte 1, 2, . ., i(p — l), roeld^e mit 
fld^ felbjl ein $aat bllbet oon bet Sltt, ba^ fc^ = a, mod p (22). 
Sugleld^ ip bann aud^ (fc — pY = a, mod p. 

24» SBenn p eine ^Ptlrnjal^l unb a butd^ p nld&t teilhat Ijl, fo Ift 

1 . 2 . 3 . . . (p — 1) = £a4(P-i) 

mo B ben SBett l obet — l l^at, je nad^bem a von p ein quabtatifd^et 
gflld^ttefl obet ein Slefl Ijl. 

SSemel«. SBenn « ein SRld^tteft t)on p Ift, fo laffen fid& bie 
Sal^len m, m^, mj, . . bet Sftell^e l, 2, . ., p — i mit anbetn ^(x^\tn 
n, n,, 712, . . betfelben Sielte betgeftalt paaten, bafe (23) 

mn ^ m^n^ ^ WI2W2 ^ . . ^ a, mod p 

*) liefen ©a^ unb bie Setoeife ber folgenben @ä(e üerbanft man ^irid^let 
ereile 3. «. p. 890. 
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3lu« biefen üp — i) Äongtuenjen \äilk^t man (18, 11) 

mm^m2 . . nn^n2 . . ^ a*^P'^^, mod /? 
9lttn ifi ?w7w, Wj . . wn^ 712 . . = 1 . 2 . 3 . . . (p — 1), U. f . U). 

SBenn a ein SReft t)on jp ifi, fo laffen ftd& 8<i^I^^ ^^ »"p ^2r • • 
ber Stellte l, 2, . . , ^ — 1 tiad^ SluSfd^lufe x)on jmei beftimmten ßa^^ 
len fc unb /? — fc mit anbetn Qa^hn n, n, , wj , . . betfelben Sleil^e 
bergeftalt paaren, ba§ mn = w^n^ = wjWj = .. = «, mod p. 3lui5 
biejen i(p — 3) Äongtuenjen folgt 

1 . 2 . 3 . . . (i? — 1) JL.„ «X , 

3flun tft lc{p — fc) = — ^'^ = — «f mod p, folglid^ burd& 3Rultt* 
plifation 

1.2.3.. Cp — 1) = — a*^P'^>, mod p 

25. SBenn p eine ^Btimjal^l tft fo i|l*) 

1 . 2 . 3 . . . (p — 1) = — 1, mod p 

S)enn 1 geprt px ben quabratifd&en Sftejien t)on p, unb li<p-^> = 1, 
folglidö u. f. xo. (24). Untgelel^rt f(ä^lte§t man, bafe p eine 5ßrtmjal;l 
ift, menn ;? in l . 2 . 3 . . . (p — 1) + 1 aufgellt; märe p burd& 
eine Heinere S(^\)l q teilbar, fo ginge g in l . 2 . 3 . . (p — l) auf, 
alfo nid^t in 1 . 2 . 3 . . . (p — 1) + 1. 

SQBenn p eine ^Primjal^l unb a burd^ p nid^t teilbar, fo ift ai(p-^) 
f ongruent enttoeber mit l ober mit — 1 , je nad^bem a von p ein 
quabratifd^er Sfteft ober ein Sflid&treft ifl**). Slad^ bem eben beioiefenen 
©a|e ift 1 . 2 . 3 ...(/> — 1) = — 1, folglidö u. f. xo. (24). 

Sffieil p entroeber in a*^p-^^ — l ober in a4(p-i> + l aufgebt, fo 
gel^t e8 immer in bem 5ßrobuft biefer gormein b. i. aP'^ — 1, auf, wie 
ber germatfd^e @a| (21) au8fagt. 

§• 14. Cluabrat einer $Decimalja^I. 

1* S)a5 Cluabrat eine« $olt)nomium befielt au« bem Duabrat 
be« erften ©Hebe«, bem boppelten ^Probuft be« erjlen ©liebe« mit bem 
jioeiten nebft bem Guabrat be« imeiten ©liebe«, bem boppelten $robuft 
ber erjien 2 ©lieber mit bem britten nebft bem Cluabrat be« brttten 
©liebe«, bem boppelten 5ßrobuft ber erften 3 ©lieber mit bem vierten 
nebft bem Duabrat be« nierten ©liebe«, u. f. f. 



*) SBilfonS ©a^ (1770). SSergl. ®au^ Disq. arithm. 76. ©audjp R6sum6s 
analyt. 1833 p. 36. 

**) ®uler3 eaft (Opusc. anal. I p. 263). Über bte ^eilbarfeit t)on 10^ — 1 
unb IQP 4- 1 burd^ bic ^nrnjalll 2p + 1 toetgl. ®uler Hist. de TAcad. de Berlin 
1772 p. 35. 
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SBetoeiS. 3laä) §. 9, 5 ifi 

(a + 6)2 = a2 + 2a6 + i>2 

(a + 6 + c)2 = (a + 6)2 4. 2(a + 6)c + c^ 



{a + b+ c + d)^ = (a + 6 + c)2 + 2(a + 6 + c)rf + d2 

= a2 ^ 2a6 + ft2 

+ 2(a + 6)c + c2 

+ 2(a + b + c)d + d\ tt. y f. 

2. ®tte S)eciTualja]&l b. l ein ^Polpttomium bejie^enb avi& (Sinern, 
Seltnem, ^unberten u. f. »., unb au8 3^^t^l«f ^unberteln u. f. u). 
ipltb nad& obiger gtegel quabtiert, inbem man bo« Duabrat bet p#en 
©tette in bie etfle Seile fe|t, bann ber aSerboppelung bet l^öd^ften 
©tette bie näd&jle ©teEe anl^ängt, bie fo entjianbene Sal&l mit ber 2ten 
©tette multipUciert unb \^c& $robult in bie jtüeite Seile 2 ©teilen 
toeiter red^t« fe|t; bann ber aSerboppelung ber itöel l^öd^jlen ©teilen 
bie nad^fte ©tette anpngt, bie fo entjlanbene Sa^l tnit ber 3ten ©tette 
multipUciert unb ba« 5{5robuIt in bie britte Seile 2 ©tetten weiter 
red&t« fefet, u. f. u)., enblid^ bie Seilen folonnenroeife abbiert, j. S9. 

74862 = 49 . . 



14 


576.. 


148 


11904 . . 


1496 


89796 



56040196 

S)ie einzelnen Seilen [inb entflanben au8 7 . 7, 144 . 4, 1488 . 8, 
14966 . 6. 3n bem erpen 5ßrobuft bebeutet ieber gaftor Xaufenbe, im 
imeiten 5ßrobuft $unberte, im britten ^Probult Sel^tter, u. f. f. S)al&er 
bie obige Siegel für bie Unterorbnung ber einjelnen Seilen. S)a« Äomma 
mirb l^inter baS Duabrat ber ßiner gefegt. 3- ^• 

30,0182 = 900,00 . . 0,02092 = 0,000400 . . 

60 6001.. 40 3681 

60 02 480224 0,00043681 
901,080324 

®aiS abgefütqte SSerf al^ren, weld^e« mati beim Cluabrieren ungenauer 
3)ecimaljapen aniumenben l^Ät erl^ettt au2 folgenben Seifpielen: 

28,3572 = 4.. 3,158062 = 9, . . 

4 384,.. 6 2 61.. 

56 1689 6 30 3125. 

56 6 2 83 6 316 5046 

39 38 

804,11 9,97334 
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3. Segittttt bie ^oifl mit bet mttn ©teile oot bem Äomtna, fo 
beginnt bai Duabrat mit ber (2m — i)ten ober 2?nten ©teile dox bem 
^omma. 

beginnt bie S(^\)l mit ber wten ©teile naö) bem Äomma, fo be* 
ginnt ba« Ouabrat mit ber 2wten ober (2m — i)ten ©teile nad& bem 
^omma. 

3. S3. S)a8 Quabrat oon 3 Xaufenben l^at 9 aWittionen 

s> 4 ^ ^ 16 ^ 

^ ^ *» 3 SCaufenbteln »^ 9 awilliontel 

^4 ^ ^16** 

§. 15. Duabratnjurjel einer ^ecimaljal^l. 

1* Guabratmurjel einer 3^^ ^P bie 3^101» beren Cluabrat 
ber gegebenen 3^^! (3labiIanbuS) gleid^ ift. 3)ie Duabratrauräel 
t)on a wirb bejeid^net V"«. S)a* 3^i^^w "/ würbe au8 bem Slnfang««» 
bu(3^ftaben von radix im l6ten ^al^rl^. gebilbet. ®in ©trid&, ber bie 
gortfc|nng beS SBurjeljeid&enä bilbet, erfefet bie filammern, in meldte 
man ben Slabifanbu« einäufd^Iiefeen i)at, wenn er ein ?ßrobuft ober ein 
^pol^nomium ift. 

y-49 = 7 meil 7^ = 49 

y"0,09 = 0,3 weil 0,3'^ = 0,09 

y a-\- h = Y{a + h) 

2. 3ft ber Sftabifanbu« eine S)ecimalja]^l unb beginnt er mit ber 
(2m — i)ten ober 2mten ©teile t)or bem Äomma, fo beginnt bie Quabrat* 
murjel mit ber wten ©teBe t)or bem Äomma (§. 14, 3). 

beginnt ber 9iabi{anbu8 mit ber (2m — i)ten ober 2mten ©teile 
nad& bem Äomma, fo beginnt bie Duabratwurjel mit ber wten ©teile 
nad6 bem Äomma. 

•/38475 ergebt fid^ bi« in bie ^unberte 
/O^OOT ^ ^unbertel 

3* Um bie Duabratmurjel einer SJecimaljal&l ju bered^nen, j. 8. 
28573,84521, teilt man biefelbe oom Äomma auf^ unb abmärtS in 
Abteilungen t)on je iswei ©teilen: 

2 I 85 I 73,84 1 52 | 1 

unb erfennt (2), ba^ bie SBurjel fi(§ in bie ^unberte erlebt, alfo etwa 
a ^unberte, h 3el&ner, c ®iner, d 3el&ntel, . . entl^ält. ®ie einzelnen 
©teilen biefer unbeftimmten ©ecimaljal^l finb ber SReil^^ nad^ fo ju 

»ör^cr. I. 7. Slufl. 7 
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beftimmen, bafe bie ©tüde be2 Duabratö berfelben (§. 14, 2) t)on bem 
Sflabitanbua fubtral^iert fleinfte pofitbe SRefte übrig laffen. 

3uetft barf a^ bie erfte Slbteilung 2 nid&t ilberfleigett, bamit ba^ 
Buabrat ber SQSurjel t)oni SRabifanbuÄ fubtta^iert roetben fann. SDal^er 
a = 1. 3Jlatt fubtta^iert a2, fügt bem 9left 1 bie näd^pe Slbteilung 
85 l^inju unb bilbet bie SSetboppelung 2 ber erften aBurjelfieHe. 

gerner mujj 26 weniger atö 18 betragen. Salier 6 = 18 : 2, 
n)ot)on ni(^t mel&r alä 6 brauchbar ift, weil fd^on 27 . 7 mel^r ate 
185 beträgt. SRan fubtral^iert 26 . 6 t)on 185, fügt bem SReft 29 bie 
näd^fte Slbteilung 73 l^inau unb bilbet bie SJerboppelung 32 ber 2 
erften SDSurjelfteHen. 

gerner mufe 32c weniger alÄ 297 betragen. 3)al^er c = 297 : 32, 
TOOüon 9 ju nehmen. 3Kan fubtral^iert 329 . 9 üon 2973, fügt bem 
Sfteft 12 bie näd^ifte 2lbteilung 84 l^inju unb bilbet bie SSerboppelung 
338 ber 3 erften SBurjelfteUen. 

gerner mufe 338(^ weniger al^ 128 betragen. S)a^er <? = 128 : 
338, n)ot)on äu nehmen. 3Kan braud&t 3380 . t)on 1284 nid^t 
erft ju fubtral^ieren, fügt aber bem Sfteft 1284 bie näd^fte Slbteilung 52 
i^inju unb bilbet bie SSerboppelung 3380 ber 4 erften SBurjelfteUen, 
u. f. f. nad^ folgenbem ©d^ema: 



/2 8573,84!52|1 — 


169,037 . . 


1 


2 


185 


32 


156 


338 


29 73 


3380 


2961 


33806 


128452 




10 1409 




2 7043 10 




2 3664 69 





3378 41 . . 

Seim Slbbrud^ ber Sled^nung wirb bie lefete ©teile ber SBursel um i 
erp^t, xo^nn babei ein abfolut fleinerer Sfteft bleibt, '^m t)orfte^enben 
SBeifpiel ^at bie lefete ©teKe beffer 8 al3 7 einleiten. 

SBBenn ber 9labifanbu8 ein ed^ter S)ecimalbrud& ift, fo l^at bie 
Quabratwurjel @iner, bie S^'&tttel ber SBurjel finb bie SBurjel ber 
^unbertel be^ Sftabifanbuä; wenn beren aud& finb, fo finb bie ^un^^ 
bertel ber Sffiurjel bie SJBurael t)on ben Se^ntaufenbteln be« Slabifan^ 
buS, u. f. f. 
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Y0,1 = /O^IO = 0,316.. V0,00003 = 0,00547.. 
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62 


25 108 


100 




500 


61 




416 


3900 




8400 


3756 




7609 


144 




791.. 



4. 5Rad&bem man m ©teilen bet SButjel (abgefel&en von üorau«^ 
gel^enben 5RuIIen) berechnet ^at, finbet man m — 1 h\& m folgenbe 
©teilen ber SButjel einfacher, tnbem man ben 3left butd^ bie boppelte 
befannte SButjel abgefürjt bioibiert. 3- 33. 

ySO = 5,47723 

25 10 

500 10 8 

416_ 10 94 

8400 
7609 
791 
766 
25 
22^ 
3 

gut 7910 : 1094 nimmt man 791 : 109,4 unb bered&net btefen Quotienten 
fo genau atö möglid^ na(ä& ben Sftegeln bet abgefütaten 3)ir)ifion. 

3fi « bet Sftabtfanbuä, b bet bete(3&nete 5Ceil von Ya unb r bet 
Sfteft, mitl&in b^ + r ==^ a, uni fe|t man 5 + ^ füt bie gefud^te 
Ciuabtatmutjel, fo ift bet begangene geißlet 



r 

' + 20- 


- y a — 


(b + r : 26)2 _ ^ ^2 


b + r : 2b + Ya 2b(2b^ + r + 26-/a) 

y.2 / ^ V 2 

~ 26(6 + y"a)2 ^ \26J ' ^ 



3n bera obigen Söeifptcle ifi ^ tta|c = 0,007, 26 na^e == 10, 
tnttl^itt ber geilet < 0,000 005. 



- • 1 

- -« rf < • 
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§. 16. Sel^rfä|e t)on ben Duabratwurjeln. 

(^fU §§. 50. 51. 42. 43. 49. 55) 

1. ®ie Quabratwutjel einet ganjen S^^^ if* entmebet ganj ober 
irrational*) b. 1^. burd& Sröd^e nid^t genau angebbar, aber begrenjbar 
mit beliebig fleinem geiler. 

Sewei«. SEBfire /a = -, ein irrebucibler SBrud^ (§. 13, 3), 

fo wäre (- ) = ^ (§. U, 5) = a (§. 15, l). 3lm t{i ^ imbucibel 

(§. 13, 6), mitl^in a feine ganje 3<i§l g^g^n bie SSorau^jefeung. Sllfo 
lann Va bur(% einen Srud^ ni(3^t genau angegeben werben, aber ju 
ieber toillfürli^ gewäl^lten ganjen 8^J)l s läfet fid^ eine beftinmite ganje 
3al^l r ermitteln, fo bafe 

- < y a < 

S)enn as^ liegt, wenn a fein Cluabrat (einer ganjen Sal^l) ift, jwifd^en 
jroei befiimmten ©liebern r^ unb {r + iy ber fteigenben Sfteil^e l^ 2 2, 

32,... S)aburd& finbet man für y^a ben 5Wcil^erung8n)ert - mit einem 

s 

1 

gel^ler, ber geringer ift a\& -, beliebig flein. 

®ie burd^ Srüd^e genau angebbaren Qa^Un l^eifeen rational 
(QrjTog). ®ie OuabratTOurjel einer ganjen S^P '^^^ ^i^t periobifd^er 
©ecimalbrud^ ni(%t fein, meil beffen SBert rational ift. 

2. irrationale S^^len a, «, meld&e bei beliebig f leiner S^\)l a 
beibe jtoif(%en ben rationalen A unb A + a liegen, ftnb t)on einanber 
nid^t üerfd&ieben. S5enn 

a — a <C A -\- a — a <C A -\- a — A = a 

alfo a — a <:i a. SQBäre bie S)ifferenj a — a nid^t null, fo wäre fie 
nid^t weniger als bie beliebig Heine Sai)l «. 

Söenn Y^ jwif d6en — unb ^ liegt, f liegt Va y^a jmif d&en 

s s 



♦) cfAo^oe, ci^^riTOQ, surdus. 3)a3 leitete SBott, toeld^cä bei Seonatbo 1202 
(über abaci fol, 160) üorfommt unb nod^ im 18ten Sal^rl^. gcbräud^Ud^ ift, war 
»crtnutlid^ bie Überfe^ung ber arabifd^cn Überfe^funö beS Qried^lfd^en Äunftrootteä. 
^ie ^Irrationalität ift von ber ^^t^agoreifd^en @4ule bemerfi n)orben unb bei ^lato 
©egenftanb mebrfacl^er Betrachtung, ©ine auäfül&rUcl^e ^bl^anblung über bie Örra* 
tionalen liegt tm lOten 93ucl^e loon ©uclibS ©(erneuten »or. 5luS biefer Duelle 
würben bie ©ö^e »on ben SBurjeln abgeleitet. 

•• ..- > • 

- ' . ! ^ • • - 
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^ unb ^ T^ ^ , wie a. S)ie ©ifferetii ^^-^ü — ü ift beliebig 

So s 

fCein bei l^inreid^enb großem s, alfo -/"aVa = a. 

3. SBenn a, Ä 7, . . beliebig Hein, unb p, q, r, . . gegeben pnb, 
\o ift pcc + qß + ry + . . bei enbUd&et SUienge t)on ©liebem beliebig 
flein. Sei 71 ©liebern unb bei gegebenem s nel^me man 

6 S 6 

«<— f ß < —f y < — f ' 

np nq' ' nr 

fO ifl /^a + ^/5 + »7 + • • < «• 

4. aOSenn a, h irrational finb, fo ift*) 

b -\- a == a -{- b, ba = ab 

wie bei rationalen Sal^len (§. 2,3. §. 3, 3. §. 11, 4. §. 12, l). 
Unter ber SJorauafefeung, baß a, * bei beliebig f leinen a, /J jwifd^en 
ben rationalen A unb ^ + «, -B unb -B + /9 liegen, l^at man 

B+A<b+a<B+ß+A+a 
BA <ba <: (B + ß){A + a) = BA + Ba + (A + a)ß 

S)ie S)ifferenäen ber ©renjen a + ß, Ba + {A -\- a)ß finb beibe beliebig 
flein (3). 3tt)if(3^en benfelben ©renjen liegen au^ « + *, ab, aifo 
flnb b -\- a,ba t)on a + b,db nid^t uerfd^iebeu (2). 

5» S)ie Ouabratmurjel eine« $robu!t« ift baä 5ßrobuft ber 
333urjeln t)on ben ^alXoxtn, 

Sewei«. {V<^V^y ift l^a« ^robuft ber gaftoren Y^Y^V<^'V^ 
(§. 4) ober ber gaftoren Ya^aYbYb (4) b. i. ab, ber Slabifanbu« 
(§. 15, 1). 

SEBeil 12 = 4.3, fo ift y"12 = 2/3 
SBeil 63 = 9.7, fo ift V'63 = 3/7 
SBeil 75 = 25 . 3, fo ift /75 = 5/3, U. f. m. 
2/7 = /4/7 = /28, /3/5 = /15, /3/15 == 3/5 

S5ie Srfid^e 4t unb ., ^ ^ werben einfad&er auÄgebrüdt, 

inbem man ben 3flenner unb ben ^ci^ltt be« einen mit /ft, be« anbern 
mit /5 — /c multipliciert: 

a aYb a a(/ft — /c) 

/5 ~ "T"' Yb~+Y~c ~ Ä — c 

*) a)aS Slecfincn mit irrationalen Saluten ift auf o^ige 2lrt ftdJergcftcUt njorbcn 
üon 3. §. %. 2Äüricr OTg. Slrit^m. 1838, 3ter mm. fßex^l 2)cbe!inb ©tetig-- 
feit unb irrationale 3al^lcn 1872. Sipf Äi^ ^Inal^fiö 1877 1. 1 p. 28 ff. (Santor 
2Äatl^. Sinn. 20 p. 121. ©arnacf ®lem. ber 2)iff. unb 3nt. Sled^nung 1881 p. 5 ff. 
?5afc§ Einleitung in bie SDiff. unb 3nt. Siecljnung 1882 p. l ff. 
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9(Kgetneine Slvit^tnetit 



Vi- 



Setoei«. 



6* S)ie Cluabtatwurjel eineä Studie« ift bet Quotient ber SButjel 
bc^ 3ä^ler8 buxä) bte aSutjel beä Sflenner^. 

a Y^ 

J ^ Y^ 

\Yh) ~ Yb ' Yb ~ YhYl) ~ " 

r 4 2 ' Y21 

S)ie Duabratroutjel eine^ gemeinen S3rud^e3 wirb am lei(3^teften 
bered^net, nad^bem man ben S3rud& in einen Secimalbrud^ vtxxoan^ 
belt ^at: 

2 .. ■/2 



Vi-Vj 



V 



^ = y 0,666 . ., bequemer al^ .^ 



S)ie Ouabtatmurjel eines allgemeinen 53ru(^e8 mirb einfädlet bat-^ 
geftellt, inbem man ben S3ru(% fo umformt, ba^ ber SRenner ober ber 
'^oS^vc ein Duabrat mirb: 

l/^ _ i/ofc _ Yjt l/ 1 _ l/?i _ 1^ 

y b ~ y b'^ ~ b ' F 12 ■" r 36 ~ 6 






7* S5ie Ouabratwur^el eine« ^pol^nomium ift t)on bem Slggregat 
ber SBurjeln ber einjelnen ©lieber Derfc^ieben. 

Y'a — y * < Ya + b < Y^ + Vb 

meil (Ya — Y^)^<<^ + b< (V"a + Y^)^' ®^ ift Ätier 

■/^ ± lAy = "V^(/a^ ± Yy)^ = y^ + ^ ± 2ya;y 
alfo j. 33. 

y a + ft + Va — i = Y2a + 2 /i^^'P 

woraus burd^ Slbbition unb ©ubtraftion folgt: 



Ya + b ==y - 



+ Ya^ — &2 



©etfpiel. "V/'s + 2/15 = /ö + /S 



2 



fc2 



62 



8 

2/15 
64 
60 



a2 — J2 

i(« + /) 



4 
2 
5 
3 
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2)te Ouabratiüurjel eine« 5ßolt)ttonitum fann gliebroeife naä^ ber 
aJletl^obe enttütdelt »erben, roelii^e jur Seted^nung ber öuabratrourjel 
einer SDecimalial^l bient (§. 15, 3. aSergl. §. 12, 4). 

8* S^be Quabratwurjel ift jweibeutig (biformis), b. 1&. il^r SBert 
fann fowol^l pofitio al« negatit) genommen werben. SBenn b ein SSJert 
von ifa ift, fo ifi au(§ —h ein SBert t)on /a, meil {—ly = ^2 

(§. 9, 2). 

y49 = + 7^ ya^ = + a. S)a« S)oppeljeid^en wirb nötig, fo^ 
balb man ba« SEBurseljeid^en nid&t mel&r fd^reibt. 3)a8 5{5robuft t)on 
SBurjeln /a/6 ift jweibeutig wie ^^äh (i), nur -yfa-^a = a ijl ein^ 
beutig. 3)ie Summe y« + y^» ift t)ierbeutig. 

9. S)ie Duabratwurjeln negativer '^'^^Xi finb imaginär, b. 1^. 
fie fönnen burci& SIRultlpUfation unb S)iDifion au« ber irrebuciblen 

V— 1 abgeleitet werben, weld&e biepofititje obernegatioe imaginäre 
©inl^eit genannt unb burd^ ± % bejeid^net wirb*). 9lad^ (5) fe|t man 

V^y = V^Vy öud& in bem galle, bafe x unb y nid^t beibe pofitio 
finb, alfo 

/— a = /(--i)a == y^^ya = »y« 
y— 81 = ± 9i, y^^rp = -i- 16 , ^'^i^'^^i = tY^~^^« 

S)ie Duabratwurjel ber negatioen ©inl^eit ift inebucibel, weber 1, nod^ 
— \, no(^ eine t)on l ober — l oerfd^iebene pofititje ober negatice 
gal^l, weil bie jDuabrate biefer S^l^len t)on — l üerfd^ieben finb. 

S)ie au« 1 unb —1 burd^ 3RuUiplifation unb S)ioifion abgelei^ 
teten S^^t^ti l&eifeen reale 3^^!^^ ^m ©egenjafe ju ben au« i unb — t 
abgeleiteten imaginären S^^l^^- 35ie 3leil^e ber realen unb bie Steige 
ber imaginären 3^^"^^ l^aben nur bie 9lutt gemein. Sei ber nad^ (5) 
SU t)errid&tenben aHuUipUIation unb S)it)ifion imaginärer 3<^W^ti ^at 
man ju bead^ten, bag 





,•6 _ ,-4,- _ i 


,•2 1 


j8 — »*t2 — 1 


j3 t^l t 


,7 _ mz _ i 


,4 _ mi — 1 


»8 — t^t* — 1 



*) 2)ic imaginären '^(iS^ltn fmb feit ber algebraifd^en 5luftöfung ber fubifd^cn 
unb biquabratif^en ©letd^ungen in SBetrad^tung gejoaen n)orben. Sergl. 5(lügel 
matl^. aß. I, p. 37 ff. SWan nannte fie „unmöglid^", wetl fie burd^ bie realen S^j^len 
nid^t auSgebrüdt werben lönnen, glei^toie man t)or ber @tnfül^mna ber negativen 
Hallen SDtfferenjen mit übermiegenben ©ubtral^enben alä unmöglid^ (falsae) »erroarf. 
2)ie Sluäbrütfe real, imaginär fommen juerft bei S)e§carteS (Geom. IIl) t)or al§ 
^räbüate ber SBurjeln t)on (Sleid^ungen. 3)a8 geid^en % ift t)on (Sau^ 1801 Disq. 
arithm, 337 eingefül^rt worben. 
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u. f. xo. ©emnad^ ift ferner 

i = il = t3 = _ I 

i i 

1 _ «^ _ -2 . 

p — i2 — ^ — -^ 

1 i^ . f 

10* I. ®ie S^l&len, weld&e bie gormel a? + y y umfaßt, tüenn o; 
eine beliebige reale, y eine beliebige negative reale ßcti^l bebeutet, finb 
Sinomien von je einem realen unb einem imaginären ©liebe unb 
werben Iomple?e B^l&len genannt 

3)ie gormel a + ib umfaßt aBe ^aljitxif beren bie Slritl^metif be== 
barf; fie entplt bie reale 3ö^l « ober bie imaginäre 3^^! *'^/ wenn 6 
ober a t)erf(%n)inbet Sitte ^a^ltn werben jur ftberfiijt auf eine ®bene 
fo gefefet, baß bie ^fünfte (Drter) ber realen ^ci^ltn auf einer ©eraben 
liegen, bie fünfte ber pofttioen ^cijltn in ber einen Slid&tung t)om 
Sluttpunft auÄ, bie 5ßun!te ber negatioen '^a^^n in ber entgegengefefeten 
9ti(%tung, unb baß bie 5Punfte berjenigen ^omplepen, mel(%e ba« reale 
©lieb a gemein l^aben, auf einer anbern ©eraben liegen, tt)el(%e bie 
erfte ©erabe in bem 5Punfte ber ^(ä)l a rei^tminlelig burd^fd&neibet. 
3)ie 5punfte ber imaginären ^ai^ltM befinben ft(^ auf ber im 3luDpuntt 
errid^teten 5Rormale ber ©eraben, weld^e bie fünfte ber realen 3öl&len 
entplt. ©ine beftimmte aSeränberung einer 3<i^l wi^b ueranfd^auUd^t 
bur(]& bie SSemegung be^ 5J5unfteg ber ^(x^ auf einem beftimmten aCBeg. 

II. ®ie ©röße ber 3ä^I « + «*, i^r abfoluter SQSert, 3^P^^w)ert, 
Setrag, SUlobul, bejeid^net bur(3& \a + ih\ wirb burd& bie S)iftanj an^ 
gegeben, meldte ber 5punft ber ^<x^\ a + ih auf ber 3^'^I^ttebene t)om 
9luttpunlt l^at, alfo nad^ bem ^pt^agoreifd^en @a| burd^ bie pofitioe 
Duabratmurjel t)on a^ + 5^. 3. ^. 

|2| = I — 2| = !2e| = \—2i\ = 2, i3 + Ai\ = y"9+l6 = 5 

S)ie ^(x^m a -\- ih^ a — ib, — a + «6, —a — ib finb t)on gleid&er 
©röße, meldte fowol^il bie ©röße t)on a ab aud^ bie ©röße t)on b über" 
trifft. Stuf einem um ben $Jluttpunft befd^riebenen firei^ liegen unenblid^ 
t)iel 3<i^I^Tt gleid^en Setrage«, barunter 2 reale unb 2 imaginäre. 

ni. aWan red^net mit bem ©inomium x -[- Yy bei negatioem y 
wie mit bem realen Sinomium x -^-Yy bei pofitioem y, SJal^^r ift 
unter ber ©umme ober ber 2)ifferenä ber fompleyen ^oi^ltn a + ib unb 
c + «d bie lomplefe a±c -\- i{b±d) ju t)erftelöen. S)ie S)ifferenj 
t)on 2 lomplefen t)erfdön)inbet nur bann, unb bie beiben fomplejcen finb 
nur bann einanber gleid^, wenn ba« reale ©lieb ber einen bem realen 
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©lieb ber anbem, unb jugleid^ bai imaginäre ©lieb ber einen bem 
imaginären ©lieb ber anbem gleid^ ift. ffiie ©röfee ber ®ifferenj 
c + id — {a + ib) b. i. c — a + i{d — b) iji bie ^^potenufe ber 
Äatl^eten c — a unb d — b, ber Slbftanb beS ^Punfteä c + id von 
bem ?ßunft a + ib, SSergl. unten §. 31, ll. . • 

3)ie aRultiplif ation mit einer fomplejen Qdf)l befielet auÄ ben SUlulti^ 
plifationen mit il^ren ©liebern, fo bafe 

(a -|- ib){c -\- id) s=:i ac -j- ibc + ««^ — ^d 

= ac — bd -\- i{bc -\- ad) 
{a + ib){a — ib) = a2 + J2 

3)ie fomplejen a + ib unb a — ib, beren Summe unb 5probuIt 
real ift, l^ei^en fonjugiert; bie reale 3<i^I «^ + ^^ rodä)t buxd) 
a + ib unb bur(^ a — ib teilbar ift, l^eifet bie 3florm ber tonjugierten 
lompleyen a + ib unb a — ib, baS Duabrat i^re2 3RobuI. S)ie Summe 
ber tonjugierten fomplejen 

{a + iß){a + ib)^ + (a — iß){a — i6)2 
= 2aa2 _ 4^^5 _ 2ab^ = -{a'^a^ — 2aßab — a%'^) 

entl^ält ein pofitioeS unb ein negatiDe« realeiS ©lieb. 

S)ie Jlorm be« 5ßrobuft« lomple^er 3a^len ift baä ^robuft i^rer 
SUormen, meil pq . pq = pp . qq*, in ber SC^at ift für ba8 obige 
»eifpiel 

{ac — 5d)2 + (bc + ad)'^ = {cfl + J2)(c2 ^ j2) 

S)ie 3)ioifion burd^ eine fompleje 3a]^l fann in bie 3Rultiplifation 
mit ber fonjugierten S^l&l ^ermanbelt werben, wenn man burd^ bie 
5Rorm bit)ibiert, meil 

1 a — ib 

a + ih ~ ä2"+~P 

S)ie pofitiüe Cluabrattüurjel einer lomplejen ^(ä^l ift nad& (7) 
xo^xvx bie Duabratwurjeln pofitit) genommen werben. 
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IV. 3)er aWobul einet ©utnnie (©iffetenj) liegt jwifd^ett her 3)iffe^ 
renj unb ber ©utntne ber 5!Bobuln ber ©lieber: 

p = a -{- ib , q = c -\- id 

\p\ — 9[\ < \p±<i\ < Ip! + W 

= a2 + fc2 _|. ^2 ^ ^2 + 2(ac + hd) 

3flun ift 

(ac + 6d)2 + {ad — hcY = (a2 + ft2)(c2 _^ ^2) 
{ac + W)2 < (a2 + J2)(,.2 ^ ^2) 

^al^er liegt ac + irf smfd^en 

— l/'(a2 + 62) (c2 + d2) ^„b + /(a2 + 62)(^2 + ^2) 

unb folglid^ liegt (» ± c)2 + (ä ± ^2 pifd^en 

(/^ +12 _ Yc^ + ^2)2 unb (v'^^2-qpy2 _|. y72Tp^)2 

Übetl^Qupt wetbett bie t)etf(^iebenett SBette einer mel^rbeutigen 
irrationalen gormel fonjugiert genannt. S)a3 5ßrobuft berfelben ift 
rational unb l&eifet bie SRorm ber irrationalen formet 3. S. 
a-\- Y^ unb a—-Y^ fittl> fonjugierte irrationale gormein, beren 
3florm a'^ — x. SSergl. Sllgebra §. 10. 

^ic !üm^)IeEen S^l^Ien waren, oBglcldJ Bereits 2)'2lIemBert unb ®uler 1746 
beren '^w^tn bei vielen Unterfud^ungen gezeigt l^atten, bod^ mel^r gebulbet geblieben 
als anerfannt, biS ®au^ ben aHgemeinften 33egriff ber ^ai^X burcg gSeranfd^aulidJung 
feftfteEte. ®ött. gel. Slnj. 1831, Slpril 23. SJergl. Theor. resid. biq. 30, m bie 
^uSbrürfe „!ompleje S**'^^ 9'lorm berfelben" siterft »orfommen, unb ben* feit 1880 
gebrutften 93ricf ®au^ an »effel 1811 S)ec. 18. ßaud^^ l^atte 1821 (Anal, algebr. 
c. 7) bie gormein a -^-tb, a — ib ,,foniuc(iert" unb bie pojttioe JQuabratwur jel t^reä 
^robuftS il^ren „SWobuluS" genannt. 2)ie SBejeid^nung | a + J6 1 ift x)on SGßeierftr a^ 
eingeführt raorben. JJrül^er waren t)on 5(rganb 1806 u. a. reale ©trecfen t)on 
beftimmter JHd^tung unb Sänge (li^es dingees) als „eignes" ber nid^t realen 
Sci^len oerfudjt worben. SSergl. mtxntx^, Sluffatf ©rette 3. 94 p. 87. 



§. 17. Se^rfä^e t)on ben ^otenjen. 

(deiö §g. 36. 37. 38. 34. 35. 39.) 

1* Um ein 5probutt ju potenzieren, l^at man jeben gattor be« 
felben iu potenzieren: 

S)enn (ab)^ ift ba^ 5probuIt oon m gaftoren ab (§. 4) in beliebiger 
Drbnung (§. 3, 3), alfo baS 5ßrobuft oon m gaftoren a mit m gaf^ 
toren b. 

5Raci& biefer Siegel werben negatioe unb imaginäre Sal^len potent 
äiert. SBeil — a = (— i) a, fo ift (— a)°» = (— l^a^. S)ie ^otenjen 



^ 
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von —1 finb l ober —1, je nad&bem ber ®fponent getabe ober un* 
getabe (§. 9, 3). ebcnfo ^at man (iay^ = 2'°a^. aSergl. §. 16, 9. 

2. Um einen 83rud& ju potenjieren, l&at man ben 3^^^^^^ wnb ben 
5Renner beiJfelben ju potenzieren: 

S)enn bie gefud^te 5ßotenj ifl bai 5Probuft von m gaftoren | b. i. baS 
^robuft oon m gattoren a bioibiert burd^ ba« ^robult von m gaftoren b 

(§. 11, 5). 

Qngbefonbere ijl 



\b) h^ 



3* Um eine $otenj ju potenzieren, l^at man ben ©fponenten 
berfelben ju multiplicieren: 

S)enn bie gefud^te $otenj ift ba« ^robult oon c ^aftoren a^, alfo oon 
hc gaftoren a, weil a^ ba8 5ßrobuft t)on 6 gaftoren a ift. ®benfo ift 
(a^)'» ba« 5ßrobu!t t)on c5 (= hc) gaftoren a. 

S)agegen bebeutet a^"" eine ^otenj, beren S)ignanbuS a unb beren 
©fponent &° ift 

4* Um ^otenjen beSfelben S)ignanbuÄ ju muUipUcieren, Ijat man 
il^re ©fponenten ju abbieren: 

®enn ba« gefud^te $robuft l^at w + n gaftoren a. 

h. Um eine 5Potenj burd& eine ^potenj beSfelben 3)ignanbu^ ju 
bioibieren, l^at man ben Opponenten be« SJiotfor von bem Opponenten 
beä ©ioibenbuÄ ju fubtral&ieren: 



a^ 



^m-n 



^n ^n-m 



aSenn m^ n, fo fann man ben JDioibenbuä unb ben %m\ox burd^ 
a?" bioibieren unb beljält m — n gaftoren a, SBenn m = n, fo ift 
ber Duotient l. 3Benn m < w, fo fann man ben 3)ioibenbuä unb ben 
3)it)ifor burdö a™ bioibieren unb beplt im S)ioibenbuS l, im 2)ioifor 
n — m gaftoren «. 

6* S)ie ^otenj a°^-'» wirb burd^ ben Quotienten a" : a** aud^ bann 
erflärt, menn ber Opponent null ober negatio ift. §iernad^ ift 



m 
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unter SSotauafelung einea ettbltd&en ©ignanben a (§. il, 8). Unb 

ßjin + k Qk V^^y 

b. 1^. um mit einer ganjen S^l ju potenjteren, fann man ben reciprolen 
S)ignanben mit ber entgegengefefet gleid&en S^i&l potenjieren. 

7. S)ie ©äfee (1) bi8 (5) über bie SRed^nung mit ^otenjen gelten 
aud^ bann, menn bie ßfponenten negatit) finb. 

(,,)-»=«.»,.. „eil (l)"=(l)"'(|)' 

^m^-n __« a""", meil — = 0°^'^ 

Xie erfte @pur einer dted^nting mit @£ponenten finbet ftd^ in Strd^imebeS* 
yja/jifiltTjg 10. SJergl. Jieffelmann 5llg. b. Oriedjen p. 124. SÜegatioe ©sponenten 
f^at )u bemfe(5en 3^^^ @tifel (arithm. fol. 250) anaen)enbet. 9locl^ n)eiter gingen 
©tet)in 1585 (Älüßel mat^. So. I p. 43) unb bte ©rfinber ber SogaritJ^nten. ^er 
umfaffenbere aScgriffber ?ßotenj ift 6efonber8 t)on SRewton auSgcbilbet wotben. 
SBetgr. beffen S3rief für Seibnij 1676 Sun. 13. 



§. 18. ®ie Sßurjel. 

(deid §§. 41. 42. 43. 45. 46. 44. 47. 48.) 

!♦ S)ie mte SBur jel einer S^^'&l iP bie 3^11^1» welche mit m (bem 
2Burjel-®fponenten) potenjsiert bie gegebene 3^^! (i^^^ Sftabifan 
bu«) giebt, fo bafe 



^ 



m 
— m 



SBurjel ®- ^'''' = Sftabitanbu», Vä = « . 
S)er aOBurielefponent wirb über ba« aBurjeläeid^en (§. 15, l) gefd^rie* 
ben*). S)ie 2te SBurjel l&eilt Duabratmurjel, ber SBurjeleyponent 2 
wirb meggelaffen; bie 3te Sßhirjel l^eifet Äubilwurjel 



*) öefottbere Sßurjeljeid^en lomnten noc§ im Slnfang beä 16ten 3ä^^?6- 8- ^- ^«i 
(Sl^rift. Stubolff t)or, wöl^renb anbere Bereits anfingen, ben ©jponenten mhen ober 
Über bad äBurseljeid^en su fe^en. 
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yg = 2, weil 2» = 8 
/lOOOO = 10, toeil 10^ = 10000 

m m 

Um bie 3te, 5te, . . SEBurjel einer S)ectmaläal^l ju berei^nen, fann 
man t)on ber Settai^tung ber 3ten, 5ten, . . $ßotenj einet SDecimaljalil 
augge^en, unb ä^nlid^ wie in §. 14 unb 15 oerfal&ten. Seid^tete SRittel 
jur ©rretd^ung biejeä ^xotdi innerl^alb gegebener 3led^nung«grenjen 
bieten bie Sogaritl^men bar. 

2* SEBenn ber SBut^elejponent ein ^Probuft r« ifl, fo fann bie 
SBBurjel rebuciert werben, inbem man bie «te SBurjel ber rten SBurjel 
ober bie rte SBurjel ber «ten SBurjel be« Sftabifanbu* nimmt: 

8 r 

Ya = y Y^ =^y Y<^ 

S)enn nad^ §. 17,. 3 ^at man 

y Ya = VK /« ) = /ä' = fl 

4 6 8 15 5 3 

Ya = 'YY^f Y^ = YY^f V^ = YY^ 

rs 8 r 8 

Ya^^ = V"y"a'* = -y/"«* 

b. I&. bie aOBurjel einer $otenj bleibt unt)eränbert, menn man beibe 
©fponenten burc^ biefelbe Z^ bipibiert ober mit berfelben S^l^l multi^ 
pUciert. 

3* S)ie aSurjel eine« ^Probuft« ift ba« 5ßrobuft ber SBurjeln 
ber einseinen gaftoren: 



™ mm 



Y ah = Y^Y^ 

S)enn na(3& §. 17, i ift 



m m ^ m m ™— m 



Y^Y^) = Va Yh =^ ah 

4* S)ie SQBurjel eine« Srud^e« ift ber Dnotient berSBurjel be« 
Sanier« burci^ bie SQBurjel be« SRenner«: 



m m 



I /"a Y^ 

m 

®entt mä) §. 17, 2 ift (pV = :^""= ^ 

yv VI" 



1 10 mUgemeine ^ritl^tneii!. 

. 2Ran fann bett gegebenen ^xuä) fo umformen, ba§ fein ^Rennet 
eine mtt ^otenj mirb, unb etl^ält c^ 

m m ™ 3 3 3 

l/a _ i/o^ _ Yah^-^ |/3 _ |/6 _ Yß 
V b ~ V b^ ~ b ' V ^~ V %~ 2 



m m 



@ln SBrud^ mit bem Slenner Yb + -/c fann ben 5Renner b — c ober 
b + c erhalten, je nad&bem m gerabe ober ungerabe ift (§. 12, 5). 

2Benn r unb s relatioe 5primjat|len, x unb y aber fold&e 3^^^^ 
finb, bafe ra? — «^^ = i , f o l^at man 

TS rs TS rs rs s r 

5* 5Die mte SBurjel einer wten ^otenj fann rebuciert werben, 
inbem man bie mit äßurjel beg 3)ignanben mit n potenziert, ober inbem 
man ben ©yponenten ber 5|Jotenj burd& ben ©pponenten ber SBurjel 
bioibiert: 

S)enn nad^ §. 17, 3 ift 

Unb unter ber aSorau3fe|ung, bafe w in w aufgellt, ift 



n\°^ 



n 



— m 

a J = a = ar 



m 



6* S)ie 5|Jotenj a'" wirb burd^ bie SBurjel /a*^ aud^ bann erflärt, 
menn ber ©fponent gebrod^en ift, alfo w in n ni($t aufgellt. 
§iernad^ fann man bie frühem ©ä|e oon ben 5ßotenjen mit ganjen 
©fponenten (§. 17) au(§ fllr ^Poten^en mit gebrod&enen ®?ponenten auf*^ 
ftetten, unb fomit bie bi^l^erigen @ä|e oon ben SBurjeln ate befonbere 
gälle jener ©ä^e oon ben 5ßotenjen nad&weifen *). 

SEBenn m unb n burd^ c teilbar finb, fo ift 

n n ; c m m : c 

^m = ^^n übereinftimmenb mit Y^ = V^a^-*^ 

n r r 

SßJenn n = m^ + r, fo ift c^ = a^^ = a'^c^ übereinftim^ 

/- ^. mm m 

menb mit y a^^^-^^ = y a°»«a' == -/"a™^ /«' = a^ Va'. gemer ift 

*) ^ie Söutjeln fmb alg ^otenjen mit geBrod^enen ©jponenten t)on ©teoin 
unb SiieiPton aufgefaiit roorben. SJctgl. §. 17, 7. 
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111 m 



m m 



{ahY^a'^b'^ übereinftimmenb mit Yah = /a/^ 

111 ™ 

(a : b)"^ = a°» : «»™ übereinftimtnenb mit 1/ ^ = /a : yb 

m 

(an )" = «"" übetcinftlmtnenb mit K /« = /« 

JL - L P'™ m n mn mn 

a°>ä° = a"" Übereinftimmenb mit Y^V^'^ = •/«'»ya"" 



mn mn 



Slnmetfunfl. 5Die SButjeln von B^tl^len über l finb mel^r ate 
1, bie SEBurjeln von ^a^ltn jmifd&en unb 1 finb menifler al« 1. 
SDie 2te; 3te, 4te, . . SButjel einer 3^^! über ober unter l bilben eine 
V\& ju 1 fallenbe ober fteigenbe Sfteil^e, meil 

n ' n+l °(P+1) n(n-H)_ n(n+l) 

3flun ift bei pofitioen ganjen m unb pofitioen ed&tgebrod^nen h 

i±><{i±i)' 

na^ §. 12, 6, folglid^ 

m i 

Vi+h <l+- 
— — m 

1 

alfo Y^ ^^^'^ ö'" ^^i ]&inrei(ä^enb großen m von i ober a^ nid6t be=^ 
tcHäjÜiä) oerfd^ieben. 

7* S)ie SBurjeln ganjer S^W^ fi^b entroeber ganj ober irrational 

(§. 16, 1). SB3äre /a ein irrebucibler Srud^ j, fo märe (-T= ^ = «• 

SBeil ^ irrebucibel ift (§. 13, 6), fo mürbe a !eine ganje Sa^l fein, 



s™ 



m 



gegen bie SJorau^fefeung. Sllfo lann Y^ burd^ einen rationalen S5rud& 
ni($t genau angegeben werben. 

8. S)ie mte SBBurjel einer realen ober imaginären 3al&l (§. 16, 9) 
ift ba& 5ßrobuft einer pofitioen B^i^l init ber mUn SBurjel ber pofitioen 
ober negatioen realen ober imaginären ©inl^eit. SRa^ (3) fefet man 
unter ber Sebingung a = b"^ 

m mm m 

/±T = b /±i7 /± «« — b V"±7~ 
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S)ie aOBur jeln ber t)erf d^tebenen ©inl^eitert finb me^rbeutlg *) unb f aBen 
mit ben SBurjeln ber ©Icid&ung o?*™ — i = o jufammett. sijergl. 
§. 31 unb Sllaebra §. 10. 

m 

I. 3w ben SBBerten von Y\ gel^ört l unbebingt, tüell i°^ = i; 
— "1, wenn m gerabe, weil (— l)"* in biefem gatte l ift; ±i, wenn 
4 in w aufgellt , weil (± «)" in biefem g^^Ue l ip. 3)ie SBerte oon 

m 2m 

•/— 1 bepnben fi(ä& unter ben Söerten t)on -/l, meil 

/— 1 = \Y^^ y = (— 1)2 = 1 

m 4m 

S)ie SBerte uon •/+ « beftnben ftd& unter ben SBertett oott yi, roeil 

/TT*" = (/+T"')* = (± iy = 1 



m 



2lu3 einem 2Bert t)on ^Al finbet man (nad^ §. 16, 10) SBerte t)on 

2m 4m 

8 4 

t)ierbeutig, bie übrigen SBerte finb — % i, — l, l. 

IL Sei pofitipen ganjen k fann q fo beftimmt werben, bafe q^ 
eine ber ©inl^eiten i, — i, i, —i ift. SBenn k ungerabe, fo ift 

1^ =1, (— 1)*^ = —1 

i^ entroeber i'^^i = ?, ober i^^i^ = — « 

(— 0^ entweber — i ober i 

SBenn fcgerabe = ^iM, wo A eine 5potenj von 2, unb ^ ungerabe, 

fo finbet man burd^ Quabratmurjeln (§. 16, 10) 

P^ = — 1, folglid^ ()^ = (— 1)^ = — 1 
Q^ = i folglii^ ()^ = t'* = i ober — 2 
()^ = — t, folglid^ p"^ = — 2> = — « über i 

3 8 

in. Um bie aBerte t)on V"l ju ftnben, fe^e man -/l = oc, folglid^ 
£c3 — 1 = 0. 3lun ift x^ — i=^{x-i)(x^ + x+ 1). 3snbem 



*) 2)ic aWcl^rl^eit ber SBurjcIn einer ©leiAung würbe beutUd^er erfannt, nad^bem 
bie äuflöfung ber tubifd^en unb biquabratifdjen ©leic^ungen gelungen war. SSergl. 
2)eScarte§ Geom. III. 2)ie wten SBurjeln t)on 1 unb —1 werben in ©oteS' 
X^eorent (Harm. mens. 1722 j). 114) angetroffen, weld^eS bie gaftoren öon a?2m __ i 
geometrifc^ (goniometrifd^) angiebt. Söett fd^roieriger war bie algcbraifd^e ^uflöfung 
ber ©leid^ung a?» — l = o, b. 1^. bie S)arfteaung i^rer SBurjeln burd^ SBurjeln 
reiner ©teid&ungen nieberer (SJrabe: biefe würbe von SSanbermonbe fMem. de 
Paris 1771 Kesol. des equat.) geförbert, unb oon Q^au^ Disq. arithm. VII. (SBerfe 
II p. 243) ooßbrad^t.. SBergl. Sagrange Traite des equat. Note 14. 
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man forool^l x — i ali aud& x^ + x + \ btt SRuH flleid^fefet, etl^ält 

3 

man füt o? = -/i außer l ble SQBette 

6 

t?ür •/! finbet man auS a?» — i = (a? — i) (x* + a?» + a;^ 
+ ar + 1) = 0, alfo au« ben ©leid^ungen 

mit §ilfe bet ©ubftltution a? + - = «, a?2 + -1^ = «^^ — 2, außer 

X X 

1 bie SBerte 

— i(/5 + 1) + jiY lO — 2/5 i(/5 — 1) + iiViÖTWb 
— i(/5+ 1) — i^YlO — 2/5 i(/5— 1) — i«YlO + 2/5 

9. Unter ben SBerten ber wten SQBurjel einer (Sinl^eit lönnen 
fold^e Dorfommen, weld&e SBurjeln berfelben ©inl&eit von geringerem 

6 9 

©jponenten finb; j. S3. ju ben SBerten von /l, /l, . . gel&ören bie 

8 ^ 3k 

äBerte t)on /l, toeil /F =1^=1 ift ©te (fompUfe) gal^l « 
l^eißt eine eigentlid^e (primitive) ^nte SBurjel einer ©inl^eit, wenn pe 
nxä)t iugleid^ eine aSurjel berfelben ©inl^eit von geringerem ©fponenten 
ifi. fo baß a^ ben 9labifanben nur bann giebt, wenn m in fc aufgellt. 

SDic Scncttttung „primitive SButjcl" ift auä bct ^^coric ber ^otenjcn-Slefte 
(@ulcr 1773 Nov. Comm. Petrop. 18 p. 89. SSergl. &au^ Disquis. arithm. 57) 
übertraöctt von 3Rcter §trfd^ algebr. Gleichungen 1809 §.88. ^ur SBerl^ütung 
»on Smoerftönbniffen l^at ©auß (feerJe II, p. 243) ben SluSbrucf eigentliche (pro- 
pria) aSurjel gewäl^lt. ^ie folgenben ©ä^e atünben fid^ oitf bie Semerfungen 
@uler8 (1741 Comm. Petrop. 13 p. 50) Äib Sagrangeä (Mem. de Berlin 1770 
Reflexions 24. Traite des equat. Note 13). 

L W^nn a eine ^te SBurjel t)on i unb k eine beliebige ganje 
Sal^l ift, fo ijl and^ a^ eine mte SBurjel von l, unb a™+*^ von a^ ni(^t 
x)erfd&ieben. "S^tnn (a*)"* = (a™)'' = i'^ = i, a""-^ = «^«1^ = aK 

II. SBenn h prim ju m ift, fo ift eine von i t)erfd&iebene fcte 
SBurjel von l nid^t iugleid^ eine mte SBurjel von 1. 3Jlan bilbe von 
k na(5 bem aWobul m ben Sfteft p, ferner von m na6) p ben Sfteft q, 
von p nad^ q ben SReft r, u. f. n). S)ie Steige biefer 9lefte gel^t bi^ 
auf 1 l^erab, meil k prim su w (§. 13, 3). 6ine von 1 Derfd^iebene 
fcte SBurjel von l wirb burd^ « bejeid^net, fo baß a^ = i. SJBäre nun 
jugleid^ a™ = l, fo märe aud^ «p = l, weil 

ebenfo mürbe man fd&ließen, baß «p = l, «' = i, u. f. m., baß 

»ar^er. I. 7. 8(ufl. 8 
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enblid^ a = 1. S)te8 ijl gegen bie aSotau«fe|uttg, alfo fann «" nid^t 
1 fein. 

in. ^tnn a eine etgentUd^e mte aSButjel pon l ifl, fo finb a, a^, 
a^, . .f a" Don einanber Derfd^ieben. ®efe|t «' unb «■ waren einanber 
flleid^, wobei r unb s ^affUn ber 9let§e 1, 2, . ., «» bebeuten, jo wäre 
a^ : a* = a'-« = 1, mitl^tn a feine eigentlid^e mtt Sffiutjel Don 1. 
Snfo finb a' unb «■ oetfd&ieben. 

IV. aSenn « eine eigentlid^e mte SBurjel Don l unb fc pttnt ju 
m ifit, fo ift aud^ «^ eine eigentlid^e mU SGButiel Don 1. S)enn (a^)* = 
a^* ifl nur bonn l, wenn w in fca: aufgebt. 3tnn ijl fc prim ju m, 
alfo fca: nur bann burd^ m teilbar, wenn m in a: aufgellt (§. 13, 4). 

V. 3Bcnn a unb ß eigentlid^e mte unb nte SBurjeln Don l finb, 
unb m prim iu n, fo ift aß eine eigentliche wwte SOSursel von 1 b. f). 
{aßY nur bann \, wenn a? burd^ mn teilbar ift. Sfl a? burd& m teilbar 
unb burd^ n nld&t teilbar, fo i^ «^ = i, ß^ t)on 1 Derfd^ieben, alfo 
iaßY nid&t 1. 3ft a? weber burd^ m nod^ burd^ n teilbar, fo finb a* 
unb /9* = 1 : /9°-* t)on 1 Derfd&ieben. 5Run ifl cf eine mte SBurjel 
t)on 1, unb ß""-^ eine nte SBurjel oon l, alfo a* oon /?^"^ t)erfd^ieben 

(II), folglid^ a» : i?°-* = «^^9^ = (ai9)^ nid&t 1. 

3. 35. SBenn a eine eigentlid^e mte SBurjel t)on 1 unb m ungerabe 
ift, fo ifl — a eine eigentlid^e 2mte SBurgel t)on l , ia eine eigentlid^e 
4mte SBurjel t)on 1. Unb wenn m burd^ 3 nid^t teilbar ifl, fo ifl 
i(— 1 + «ys)« eine eigentlid^e 3mte SBurjel t)on l, u. f. w. 

§, 19. 2)etf Sogaritl^muä. 

(OeU §§. 56. 57.) 

1* S)er a^Sogaritl^muS einer S^^l tfl bie 3<^Pf wit weld^er 
a (bie SSafi^) potenziert bie gal^l (ben 3lumerui8) giebt, fo bafe 

Safts 2c8atiti^mu8 = sRumeruS. 

S)ie Saft« wirb ate pofitio real unb oon l oerfd&ieben t)orau3gefe|t. 
3ebe pofitioe 3^^I ^ f^nn atö eine ^potenj ber SafiS a DorgefteHt 
werben, ber erforberlid^e Opponent ift ber a^Sogaritl^muS ber B^^^l ^ 
unb wirb burdd *log x bejeid^net. 

21og 32 = 5, weil 2'^ = 32 

3iog 9 = 2, weil 32 = 9 

loiog 10000 = 4, weil 10*= 10000 
^log rk = — 3, weil 5-3 = y^^ 

*^og a™ = m, »log 1 = 
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SSBenn ber SRumeru* h leine ^Potenj bet S3aft8 a mit flangem 6ppo^ 
tienten ift, fo lann man ben Sogaritl^mu« begrenjen. Sei a > i unb 
beliebig Heinem a etgiebt fid^ 

a^ <b < a^+« 

ft — a^ < a-^+« — a^ = a^{aa — 1) 

giun finb «, a«— 1 (§. 18, 6), a^(a« — i) beliebig Hein, alfo Mogft = ^ 
mit bem beliebig lleinen geißlet a. SSergl. §. 20, 3. SEBenn bie SafiiS 
a > 1, fo finb bie Sogaritl^men ber 5Jlummetn übet 1 poptit), ber 
Stummem unter l negatiü, •log oo = oo, »log o = — qo (§. 17, 6. 
§. 11, 8). SBenn bieSafi« a < i, fo finb bie Sogarit^men ber SWum^ 
mern über 1 negatio, ber 3iummern unter l pofitit), »log c» = — oo , 
•log = 00. 5)ie Sogaritl^men negativer Stummem finb nid^t real. 

2. Slad^bem bie 3<^^l^^ * unb c al« 5ßotenjen ber S5afi^ a mit 
^ilfe i^rer a^Sogaritl^men ß unb y bargeftettt roorben finb, 

fo lann c fofort al« 5ßoten} ber S9afi« h bargeftettt unb ber ft-Soga^ 
ritl&mu« t)on c angegeben werben, weil nad^ §. 18, 6 

1 L 

a = ¥f c =: ay == b(^ 

b. J). ber ^^-Sogaritl^mu^ von c ift ber Ouotient be« a*£ogarit]^mu3 t)on 
c burd^ ben a^^Sogarit^mua ber SBafi^ h: . 

^log C = -i^^ 

^ »log b 

3. SDer S^begriff ber Sogaritl^men aller gal^len für eine beftimmte 
SafbS l^eifet ein Sogarit^menfpftem. 2lu« einem Sogaritl^menfpjlem 
lann man ein anbere« Sogaritl^menf^ftem ableiten, inbem man bie Soga=^ 
ritl^men be« gegebenen ©^flem^ burd^ ben Sogaritl^muB ber SafiiS be^ 
anbern ©pftem^ bit)ibiert (2). 3. 33. bie 2^Sogaritl^men werben erl^alten, 
rotnn man bie lO^Sogaritl^men buri^ ^^log 2 bimbiert. 

Sei bem gemeinen Sfted&nen werben bie lO^'ßogaritl^men gebrandet, 
meld&e beSl^alb gemeine Sogaritl^men (vulgares, Briggiani, belabifd^e) 
l&eifeen. Sei il^rer Sejeid^nung wirb bie Safi« weggelajfen. 

3n ber matl^ematifd^en Slnal^fig lommen nur bie natürlid^en 
Sogaritl^men (naturales, Neperiani, hyperbolici) in Setrac^t, beren 
Saft« bie irrationale S^iöl 

« = 2 + ^ + 5^ 3 + —^13-^ + . . . = 2,71828 . . 

ift; fo genannt, weil fie birelt (ol^ne Segrenjungen) fid^ bered^nen laffen. 
Sergl. §. 32. S)ie S^eid^nungen 

®log X, log. nat. Xf In x, lg a?, Ix 

8* 
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btüden fämtlid& bett natütUd&en Sogaritl^mua oon x auä. 2ltte anbettt 
Sogaritl&nien, j. 8. bte gemeinen, werben fünfllid^e Sogatitl^tti^tt 
(artificiosi) genannt, weil (2) 

- W. nai 0? , , log. nat. o; , /. ^«^o 

'^««'^ = I^lSS:^' ^"^' "^'^ == lo|. nat. 10 ° ^ " ^ ^'^^^^ 

S)et reciprole natürlid^e Sogatit^muÄ ber SSafig, mit roeld^em bie 

natürlid^en Sogatitl&men multipUciert werben muffen, um fönftUd^e Soga^ 

ritl^men ju werben, l^etgt ber äßobuluiS be£ lünfilid^en ©pflemiS. 

Unter SSoranSfefeung gemeiner Sogaritl^men ijl bagegen 

log. nat. od = ^^ = log a: x 2,3026 

3)ie Sogatitl^men (numeri rationem exponentes s. rationtun compositarum) 
ftttb ctfunben unb hmmnt von ^epet (SotS) ^o^n 3lapm), ber in Mirifici loga- 
rithmonim canonis descriptio 1614 bte natürlid^en !8ogaritl^men ber @inug unb 
Tangenten mitteilte. ^a§ gemeine Sogaritl^menf^ftem n)urbe t)on ^riggS 161S 
eingeführt. Unab^ngig von ben englifd^en @rftnbungen l^at ^^rg ein lünftlid^eS 
Sogarit^menf9ftem lonftruiert (Slrit^m. u. geometr. ^rogre^52;abu(n, ?prag 1620), inbem 
er bie $otensen ber 93afi§ 1,0001 berechnete. S^rgS Tabellen entl^ielten neben ben 
ein^lnen Sogaritl^men bie bap gel^örigen 92ummem unb waxta mxif)xn ein Canon 
antilogantlimicus nad^ einem von SBalliS (Algebra c. 12) gebrauchten ^udbrucf. 
äSergl. ©iedwalb über ^prg im 3)an5iger ©cbulprogramm 1856. ^ie Duabratur 
^^pcrbolifd^er ©eftorcn unb Segmente mittetft ber natürlid^en Sogaritl^men würbe 
1668 von Sfiic. SÄercator unb von 3ac. ©regor^ gelehrt. aSergl. Älügel matl^. 
SB. III. p. 531 jf. a)cr ^amt „SRobuluä eineS lünftlid^en Sogaritbmenf#em8" ift 
von Soteg Philos. ^Trans. 1714 p. 6 juerft gebraud^t n)orben. Xie \eit üblid^e 
^arfteUung ber Seigre von ben Sogaritl^men f$eint burd^ @uler 1748 (Introd. I. 
§. 102 ff.) begrünbet n)orben su fein. 

4. S)er Sogaritl^mu« eineiS 5probuft8 iji bie Summe bet Soga^ 
rit^men ber einjelnen gaftoren. gür bie S3afi« a ift 

log {a!y) = log a? + log y 

weil a^ogx+logy = ^logx ^logy ^ ^ (§^ ^g^ ß), 

atnmerf ung. SQSeil a? = a? . i , — o? = a?(— i), fo iji unter ber 
SSorau8fe|ung a« = a: 

loga = z + log 1, log {—x) = ^ + log (— 1) 

log (fo?) = z -\- log i 

©at)on l^at log i ben realen SBert 0, mäl^renb log(— i) unb log« 
reale SOSerte nid^t l^aben. SP öb^t: a ein (imaginärer) SQSert von log « 
b. 1^. a« = i, fo ift 2a ein 2Bert t)on log (—1), 3a ein SBert von 
log (—2), 4a ein Sffiert von log l, u. f. w. S)ie Sogaritl^men finb 
unenbli(ibeutig bejiimmt 

5. S)er Sogarit^mu« eine3 Srud&e« ift bie SJifferenj beSSoga* 
rit^mujS be« ^&iux^ unb beiS Sogarit^mu« be8 Slenner«. gür bie 

»afiiS a ift 



§. 20. ^ie gemeinen £ogaritl^men bet 2)ectmalial^Ien. 
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log - = log a? — log y 

weil a^o«^- io8y = a^o»* : a^^^sy = ^ : y. 

S)ie Sogatitl&men reciptofet 3<J^I^tt finb entgegengefefet gleid^: 



log — = — log X, Tüeil log 1 







6* 3)et Sogaritl^Tnug einer ^Potenj (im weitem Sinne) ijl ba« 
5ßtobult beS ßogatitl^muÄ be8 S)tgnanben mit bem ©fponenten. ^r 
bie »afi« a ift 

log ic™ == w log a: 
weil a°^ ^°8 * = (a^«» *)°» = x^. 

log 0?^ = 3 log X, log a?"* = — 4 log X 

log Yx'^ = log a?^ = f log X 



§. 20. 2)ie ö^tneinen Sogaritl^men ber 

SJecimaljal^len. 

(eeid §. 58.) 

1* S)et gemeine Äogarit^muä einer S)ecimalja]^l befielet au« einer 
ol&ne SRed&nung fofort angebbaren pofitioen ober negativen ganjen 3^101/ 
weld^e bie fiennjiffer ober ©l^araJterijlil be« Sogaritl^mu* i^eifet, unb 
atrö einem ed^ten ©ecimalbrud^e, ber bie SKantiffe be2 ßogaritl^muä 

(mantissa = gugabe) l^eißt. 

a, Sei pofitiöer aRantijfe l&at bie Äennjiffer fo t)iel pofltit)e 
einl^eiten, ajtö ber SRumeru« ©ecimalfieDen über ben 6inem l^at, ober 
fomel negatit)e ©nl^eiten, ate ber 5Rumeru3 5RuIlen t)or ber l^ö#en 
©ecimalftette l&at. 

Numerus | Logarithmus 



1000 


3 


100 


2 


10 


1 


1 





0,1 


— 1 


0,01 


— 2 


0,001 


— 3 



5Da 185,7 jmifd^en 100 unb 1000 liegt, fo befielet log 185,7 au« 
ber Äennjiffer 2 unb einer pofitit)en 3Rantiffe. 
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S)a 0,0346 im\6)zn 0,01 unb 0,1 liegt, fo beftel^t log 0,0346 au« 
bet Äennjiffer —2 unb einer pofitiDen aJlantiffe (ober au(§ auiS ber 
Äennjiffer — l unb einer ne8atit)en 3Wantiffe). S)ie negattt)e flennjlffer 
wirb na6) ber pofitioen SDlantiife gefi^rieben, j. S. 

b. Umgelel&rt fd^liefet man au« ber Äennxiffer be8 Sogaritl&mu«, 
bi2 ju weld^er 3)ecinialfteHe ber SRuweruä fid^ erl&ebt. 

SEBenn log a? = 3, . . ., fo ift a; = ....,. . b. 1^. a; l&at 
3 S)ecimaljiellen über ben einem. SfBenn loga; = o, . . ., |o ijl 

SBenn log a? = o, . . . — l, fo ift a? = o, . . b. ^. x beginnt 
mit Sel^nteln. SBenn log a? = o , . . . — 4, fo ift a? = 0,000 . . unb 
beginnt mit S^^^taufenbteln. 

2. S)ie Sogarit^men von jwei S^i&len, beren aSerpltni« eine 
5ßotenj von 10 mit einem ganjen pofitioen ober negatioen ©fponenten 
ift, l^ctben einerlei pofitioe aWantiffen unb unterfiä^eiben fid^ nur burd^ 
bie Äennjiffern, j. S9. 

log 132500 , log 1325 , log 13,25 , log 0,1325 , log 0,001325 , . 

Sewei«. log X unb log {x . lo^) = log a; + ä: (§. 19) l^abeu 
biefelbe pofitioe 3Kantiffe, xo^nn fc eine ganje pofitioe ober negatioe S^^l 
ift, weil burd^ bie ganje S^U ^ ^wr bie Äennjiffer t)eränbert wirb. 

3» S)ie ßogaritl^men rationaler S^^Un finb entweber ganj ober 
irrational. SBäre log x burd^ ben irrebuciblen S3rud^ — genau au«* 

r 

brüdtbar, fo müfete W rational, unb 10' =- 2' . 5' eine 6te ^ßotenj, 
alfo r burd^ s teilbar fein (§. 13, 10). 

Um bie SKantiffen ber Sogaritl^men beliebiger ^oX)Un ju beftimmen, 
brandet man nur bie SKantijfen ber Sogaritl&men fol(5er S^^l^ ju 
begrenzen, weld&e jwifd^en i unb 10 liegen, weil j. S5. log 3847 unb 
log 3,847 biefelbe 3Kantijfe ^aben (2). 

S)iefc Segrenjung wirb am einf ad&ften *) erl^alten, inbem man bie 
Quabratwurjel von 10 bered^net, batjon wieberum bie Buabratwurjel 
u. f. f. bis man auf eine Qoi)l fommt, weld^e 1 um einen ©ecimal«' 
brud^ von unbeträd&tlid^er ©röfee übertrifft (§. 18, 6). 3lu« ben aBerten 

oon 10^ , 10^ , 10^ , . . läßt fid^ folgenbe XabeKe bilben: 



*) 2)icfe 3Retl^obe rül^rt »on Song l^er, ber fic§ ber lOtcn SBurjeln öebientc 
(Philos. Trans. 1714 p. 52). 



§. 20. 2)ie gemeinen Logarithmen ber 2)ecimaläol^(en. 
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Num. 


Log. 


Num. 


Log. 


10,000 00 


1,000 00 


1,002 25 


0,000 98 


3,162 28 


0,500 00 


1,001 12 


0,000 49 


1,778 28 


0,250 00 


1,000 56 


0,000 24 


1,333 52 


0,125 00 


1,000 28 


0,000 12 


1,15478 


0,062 50 


1,000 14 


0,000 06 


1,074 61 


0,031 25 


1,000 07 


0,000 03 


1,036 63 


0,015 62 


1,000 04 


0,000 02 


1,018 15 


0,007 81 


1,000 02 


0,000 Ol 


1,009 04 


0,003 91 


1,00001 


0,000 00 


1,004 51 


0,001 95 







Um tnlt ^Ife biefer Stabelle j. SB. log 7,2 ju bered^nen, bioiblere 
titan 7,2 burd^ ben näd^ft Ileinern 3lumetu^ ber SiabeHe 3,16228; ben 
Duottenten 2,27684 buxä) ben näiä&ft Heinetn Siutneru« 1,77828"; ben 
Quotienten 1,28036 butd^ ben näd^ft fleinern SRumetuä 1,15478, u. f. f. 
§iemad& roitb 

7,2 = 3,16228 x 1,77828 x 1,15478 x . . . 

ein 5PtobuIt von ^dfjkUf beten Sogaritl^men in ber XabeHe entl^alten 

finb. 3ta^ §. 19, 4 ift log 7,2 = log 3,16228 + log 1,77828 + . . 

4* Um biefet umftänblid^en Sfted&nungen für immer überJ^oben ju 
fein, Ijat man au^fül&rlid^ere logaritl^mifd^e SiabeUen angefertigt, xoüä)t 
bie 3Rantiffen ber ßogaritl^men aller B^l&Ien hi& 999 üierfiettig, ober 
m 9999 fünfftettig, ober bis 99999 fiebenftettig, u. f. f. enthalten*). 

I. aSenn ber SRumeruS genauer gegeben ift, als er in ber SCabeHc 
uerjeii^net ftel^t, fo mu^ bie Tabelle interpoliert, b. l^. eS mufe bie 
in ber SEabeHe enthaltene 3Kantiffe forrtgiert werben nad^ bem ©afee: 

„S)ie 3Rantiffenbifferenj ift ber 5Rummernbifferenj befto genauer 
proportional, je Heiner baS SSerpltniS ber ^lummernblfferenj jum 
5Rumeru« ift." SSergl. §. 32 unb Algebra §. 2, 4. 

3. S3. log 1457 fättt jroifd^en log 1450 unb log 1460, beren 
©ifferenj laut %aUUt 30 gel^ntaufenbtel beträgt. aSSenn ber 5RumeruS 
um 10, 1, 7 xo&ä)% fo wäd^ft ber Sogarit^muS um 30, U, ^\^ Be^n- 

taufenbtel. Sllfo ift log 1457 = 3,1614 + 0,0021 = 3,1635. 



log 14576 wirb berid^tigt, inbem man log 14500 um 



30 ♦ 76 
100 



Q^^n» 



taufenbtel t)ermel&rt. ©benfo flnbet man mit Sflüdffid^t auf (l) unb (2) 

log 68,707 = 1,8370; log 0,03754 = 0,5745 — 2. 

*) »ierfteßige Sogaritl^men »on 3. §. X. 3KüUer, 5fteKige t)on §oüel, 
efteUige von Säremüer, 7fteEtge oon©d&rön. Um bie erfte Slnfertigung ber loga* 
ritl^mtfdlen Tabellen §aben fid| befonbere JBerbienfte erworben Urfinuä, Äeppler, 
SSriggä, SSracq u. a. SBergl. Flügel mat^. 3ß. 3 p. 530 ff. 
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ungemeine ältitl^metil. 



IL aEBenn ber Sogaritl^niuiS einet ^aijl gegeben ift, fo Ififet fid^ bie 
Sal^l au« betfelben Slabelle mit beflimmter ©enauigfeit anQtUn. 

3. 33. log X = 2,3489. Slu« ber Äennjiffer fd^Uefet man, bafe 
X = ...,. . SDie 3Rantiffe fällt laut Tabelle swifd^en bie aWan^ 
tiffen x)on log 2230 unb log 2240. SQBenn bie STOantiffe um 19, i, 6 
Se^ntaufenbtel wäd^ft, fo mäd^ji bet 5Rumeru8 um 10, i^, '-^i^. Sllfo 

ift X = 223,3. 

loga? = 6,1819 giebt x = 152O000 mit unbeftimmten ^unberten. 

log X = 0,8362 — 3 giebt x = 0,006858 

aSBenn log a? = — 5,8794 ift, fo mad&t man butd^ 3lbbition von 
6 bie aRantiffe pofitit) unb fubtral^iett wieberum 6. 2lu« log x = 
0,1206 — 6 finbet man bann x = 0,000001320. ©efet man logy 

= 5,8794, fo erl^ält man y = 757 5oo unb (§. 19, b) x = ^^— 

lol 5oo 



;. 21. SSered^nung von ^^ormeln mittelft ber 

Sogaritl^men. 



(deid g. 59.) 



!♦ Suf ammengefeitere gormein werben bered^net, inbem man juerft 
bie Sogaritl^imen berfelben unb bann bie jugel^örigen 3fiummern beftimmt. 
SDiefe« SSerfal^t^en finbet am einfad^ften bei ^probuften, Quotienten, 
5ßotenjen unb SBurjeln Slnwenbung (§. 19, 4—6). 

28,936 . 0,007803 . 256,84 wirb burd^ folgenbe 9led&nung gefunben: 



log 28, . . 

+ log 0,007 . . 
+ log 256, . . 

log $rob. 
5Prob. 



1,3802 



1,7634 
58,00 

73,257 wirb wie folgt bered^net: 



1,4614 
0,8923 — 3 
2,4097 



log 1,3.. 

— log 73, . . 

log Ouot. 

Ouot. 



0,1399 
1,8648 



0,2751—2 
0,01884 

Um ber ©ubtraftion willen wirb 2 im 3Jlinuenben abbiert unb oon ber 
©ifferenj fubtral^iert. 



§. 21. »etcd^nung oon gotmeln mlttelft bcr Sogatitl^mctt. 

3,428^7 wirb wie folgt beted&net: 
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log 3, . . 



log 5ßot. 
gJot. 



0>535 . 27 
10,700 
3 745 
14,445 

279 aSiCiotten 



©röfeere ©enauißfeit wirb nur burd^ genauere Tabellen erreid&t. 

7 

V0,0987563 wirb wie folgt bered&net: 



log 0,09 . . 



log SEBurj. 
SBJurj. 



(0, 9946— 2) . 3 
2,9838—6 
(3,9838—7) : 7 
0,5691 — 1 
0,37076 



Um ber S)ioifion Witten wirb ber ©ubtral^enbu« (bie negatit)e Sttttn- 
jiffer) unb ber SBinuenbu« um gleid^oiel permel^rt 
1,238-5 wirb wie folgt bered^net: 



log 1,2 . . 

log ?ßot. 
5ßot. 



0,0927 (— 5) 



— 0,4635 
0,5365 — 1 
0,3439 



2. SBenn bie Sogaritl^men ber ©lieber eines Sinomium gefunben 
finb, fo lä^t fid& ber Sogarit^mu« be^S Sinomium bireft burdd bie 
©aufefd^e ^ilfätabette *) ermitteln. S)iefe SCabette entplt ju iebem 



X 



pofitioen SBerte t)on log a? — log y b. i. log — (Äolumne A) bie ju«* 
ge^rigen SBerte von 



log (i + -|) unb log -^— 



X 



(Kolumne s unb u). 2)er erfie biefer SBerte ju log x obbiert giebt 
log (x + y), ber sweite t)on log x fubtrol&iert giebt log {x — y). 
S)enn (§. 19) 



*) ^aS Oriöinal bicfcr Tabelle, burdj tocIAc ein Don Seonclli (Supplement 
logarithmique 1803) gcmad^tcr (gntmurf jur ÄuSfül^runö öelangtc, ift m S^^^ 
momtl Stom\v, 1812 ^ot), Sanb 26 p. 498 unb in SSegad matl^. tafeln J^erauS- 
gegeben von ^ülge 1840 enthalten. Ttit ber ©auBf^en Jlolumne B ftimmt bie 
SKüaerfd^e Kolumne -S'; bagegen giebt bie ©augfdje 2;abeIIe in ber Äolumne C (ftatt 

ber 3Wüaerfc§en Äolumne U) bie SBerte »on log ( 1 -j- ^ ), fo baj man in jeber geile 
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log (c, + y) = log a;(l + -|) = log o: + log (l + ^ 
log(x — 2^) = logir(l — -|^ = logo; — log 

X 

aDBenn bie unter A t)etjeid^neten '^(äaltn eine üon an fteigenbe 
SReil&e bllben, fo bitten bie unter s unb ^ baneben ftel^enben ^^oi^ltn 
h\& auf fattenbe SHei^en, jene oon log 2 ab, biefe t)on oo ab. 2Benn 

log— TOäd^ft, alfo aud^ — , fo fällt — , alfo aud^ logfl + — ]; ju- 
gleid^ wäd^ft 1 - f . \M^^ fällt log —^—. SBenn log - = 

b. I&. — = 1, fo ifl log ( 1 + -^j = log 2 unb log unenblid^. 

X 

Sft log ~ beträd&tlid^ grofe, fo ift — beträd^tlid^ grofe, — ein fleiner 
ed^ter Srud^f oi^o finb logfl + |-) unb log nal^e 0. 

3. a log a = 0,3177 — 1; log& = 0,17325 — 1. S)ie ®if^ 

ferenj loga — logt = 0,14445 wirb in ä aufgefud^t; baneben pnbet 
man in S ober ü bie 3^^!^ weld^e ju log a abbiert ober t)on log a 
fubtral&iert log (a + b) ober log(a — b) giebt. 2)a^ neben ^ = 0,144 
fteigenbe S = 0,2850 um Vof 3e^ntaufenbtel unb c/ = 0,5494 um 
H^öö- 3^^«taufenbtel t)erminbert giebt bie ju ^ = 0,14445 ge^rigen 
äßerte s = 0,2348 unb ?7 = 0,5483, fo bag 

log {a + b) = 0,3177 — 1 + 0,2348 = 0,5525 — 1 
log {a — b) = 0,3177 — 1 — 0,5483 == 0,7694 — 2 

Sffienn log w = — a, fo ift log (1 + m) = s, log (i — m) = — 6^. 

16 'i 

^ ^ 1/43 + 5/278 

SSered^nung von 1/ — ——^ 

^ /17 
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log 43 

log 278 

log 5 

3 

log 5 V" 

Ä 



1,6335 
2,4440 : 3 
0,8147 
0,6990 

1,5137 
0,1198 



S 

log S)lt)b. 

log 17 
log S)it)f. 
log üuot. 
log gotttt. 
gorm. 



0,2453 

1,8788 

1,2304 : 

0,2461 

1,6327 : 

0,10204 

1,265 
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^tm log taiig2 a =^ c, log cota« = ~c, fo finbet man log (l + cots«) 

b. i. log g--,-/ inbem man c unter A auffudjt unb bcn ncbenftc^cnben SBcrt »on 

iS^ nimmt. SBcftimmt man a fo, baft log tang a =» i^, fo giebt — 2 log sin « ben 
5U A gel^örigen Söert von S. 2)emnacf lonnten (^aui* ^ilfStabetten auä bcn »or^ 
fianbcncn Tabellen ber Sogatitl^men bcr aoniomctrifd^cn gunitionen abgeleitet »erben. 
2)urd^ bie ipilfStabeUen i{t bie fonft übltd^e ^enu^ung von fogenannten ^ilfdwinleln 
überflüffig gemad^t. 



§. 22. 35ie geometrifd^c ?ßrogtcffion. ^n^avxmzn^ 
gefegte Bitiäted^nung unb Sftentenred^nung, 



Ceeid §§. 83. 84.) 

1, 3Son einet Sftei^e von ©röfeen fagt man, bajs fte eine geome* 
tttfd&e 5progreffion bilben, rotnn bie SSerl^ältniffe bet auf einanbet 
folgenben ©röfeen einanber gleld^ fmb. Sft « i>^* SlnfangSglieb, v baS 
SSetl^ältni« eine« anbetn ©liebe« jum üorl&etgel^enbett, fo ift bie geome^ 
ttif(|e 5Ptogreffion hi& tum nten ©liebe folgenbe: 

a, aVf av^f av^, . ., av^'^ 

Sn^befonbere ftnb bie folgenben 5ßotenjen einer S^})1 ©liebet einet 
geomettifi^en $togteffton unb von ben gtied^ifd^en SDlatl^ematifetn als 
fold^e bettaiä&tet wotben. S)le $togtefflon ift fteigenb obet fallen b, 
je na(]^bem ba« aSetl^ältniS mel&t obet weniget dl& l bettägt. S)ie 
©liebet bet 5ßtogteffion l&aben abroed&felnbe ^tx^tn, wenn boS SSet^ 
l^ältni« negatio ifi. 

2. S)ie ©uttime bet geomettifd^en 5ßtogtefRon ip bie S)iffetenx 
be« übetle|ten unb be« Slnfangagliebe« birtbiett butd^ bie 2)iffetenj 
be« SSetpltniffe« unb l. S)enn au« 

s = a -\- av '\' av^ + . . + av^-^ 
SV = av + av^ + . . + av^'^ -J- av^ 

folgt butd& ©ubttaJtion 



SV 



s 



aiy 



a 



av* 



a 



a 



av 



s 



V — 1 



1 —V 
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in fibereinftimmung mit §. 12, 5. gbenbafelbft ift aud^ bie ©umtne 
ber unettbUd&en faHenben ^rogteffiott angegeben: 






a + av -\- av^ + . . inf. = (t? <C 1) 

3» "^xcc^. ein Äapital ju p 5ßtocent jäl^rUd^en Si^f^« angelegt ifi, 
unb bie 3injen iäi^tlid^ lapttalifiert b. l^. %yx aSermel^rung be8 Sopital« 
angewanbt werben, fo bilben bie SBerte be« Äapitate nad^ l, 2, 3, . . 

Salären eine geometrifd^e ^togreffion, beten Serl^ältnig 1,0;? b.i. i + j^- 

%txc(i in 1 Salute wad^fen 

100 einl^eiten Aap. ju 100 + p ©inl^eiten 

\ ^ # *» l,0/> " 

c ^ fi ^ c . 1,0p ** 

au« c . i,Ojp ©inl^eiten werben roieberum in l "^^x^ c . i,0/?2 gin^: 
l^eiten u. f. f. ; alfo erwad^fen au3 c ©inl^eiten in l Saläre c . i,Op, in 
2 Salären c . i,0/?2, in 3 gal^ren c . i,Op^ . ., in w ^al&ren c . i,Oi?^ 
einl^eiten. 

2Benn ba« ßapital n ^al^re unb t Sage angelegt ifi, jo er^ 
]&alten wöl^renb be« legten Seitraum« 100 ©nl&eiten ben SBert t)on 

100 + ^ einl^eiten. SJemnad^ l^at ba« Kapital c nad^ n ^al^ren unb 

« S;agen ben SBert 



c. Ifip'^il + 



36 000 

aSenn bagegen bie ginfen naä) iebem wten 5CeiIe eine« Qal&re« 
lapitalifiert werben, fo nel^me man ben mten 2;eil be« 3!al[)reS al« S^it^ 
ein^eit unb t)ertaufd^e i? mit ^ : m. S)ag Äapital c l^at nad& 1, 2, 3, . . 
Seiteinl^eiten bie SBßerte 

4* aWit ^ilfe ber gefunbenen gormein werben bie Aufgaben ber 
jufammengefefeten 3tn«red&nung gelöft: ben SBert anjugeben, 
weld^en ein Kapital bei gegebener SSeriinfung nad& ober oor gegebener 
3eit l^at; bie Qtxt anjugeben, in weld^er ein Kapital bei gegebener 
38eriinfung einen bejiimmten SBert erl^alten l^at; bie SSerjinjung an^ 
jug^en, burd^ weld^e ein Kapital in gegebener S^it einen befiimmten 
2Bert erreid^t 

SQBenn bag Kapital c nad^ n Qal^ren unb t s;agen bei jäl^rlid^er 
Kapitalifierung ber B^fen ju p 5ßrocent ben SBert k l&at, fo l^at man (3) 
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pt \ Je 



k = c . IfipH 1 + 



h^P (^i-i-36ooo; 

pt \ k 

c 



'H' + 3Wo) = 



®ie gotmeltt für k unb c fittb ju logarttl^tnifd^er Seted^nung 
bequem. 3ut S3ere(ä&nung x)Ott n unb < nimmt man bie Sogaritl^men 
beibet Seiten ber btitten ©leid^ung unb erpit 

k 

^iernad^ erfd^eint n al» ganje 3^^^ ^^^ Quotienten log — : log i,Op 

c 

unb log (l + 3^öö) ^^^ ^^'^ ^^^ ®it)ifion. 3ft ber Sftefi = log 1,0^, 
fo finbet man 1 + ^^ = to^^ unb t = — - 

Seifpiel. aSor roieoiel ^a^un l^atten 5326,4 %f)lx. Äapital ben 
aBert 5000a3ölr. bei jä^rlid&er Äopitalifierung ber Sinken ju e^procent? 
S)ie SBered^nung ift folgenbe: 



logÄ; 


3,7264 


logc 


3,6990 


k 


(log 1,0/)) 


log 


0,0274 : 0,0253 — 1 


c 


253 


(1 + . .) 


0,0021 


1 + .. 


1,005 


t 


0,5 . 360 : 6 = 30 



®ie gefud^te Seit beträgt l Qal&r unb 30 Sage. 

3ur genauen Sered^nung von p lö^t man nur in bem gaUe t == o 



* - V7 



SBenn t nid^t t)erfd&n)inbet, fo bient ber ebenfo bered^nete SBert von 
1,0p }ur ©runblage einer 2lnnäl^erung. 

5. SBenn von bem Äapital c (Mise) nad& jjä^rlid&er Äapitalifierung 
ber Stttfen ju /? ^procent jä^rlid^ ba^ Äapital r (Rente) weggenommen 
wirb, fo bleibt in ber Äaffe 
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nad^ 1 Sal^t c 
s: 3 ^ <; 






r 

r . 1,0;?2 



r 

r . 1,0p 



== ?i ^ c . l^Op'» — r . 1,0/?"-^ — r . 1,0p''-* — . . — r . 1,0p — r 

S)ie ©ubtta^ettben bilben eine geomettifd&e ^^Jtogreffion, butd^ beten 
©ummietung alg Äaffenbeftanb nad^ n Saluten etl^aUen roith 



iftp'^ 



M?" — ^. = 1^9^ f 1 __ ^ _ 



cp 



iOOr 



1,0p 



+ 1 



} 



i 



0,0/? p \ 

Saäenn jäl^tUd^ ba& Äapital r l^tniugefüflt wirb, jo ift baS nad^ n 
Saluten angepufte Äapital 

»eifptel. c = 10000 ©ulben, i? = 5, r = 800 ©ulben, n = lo. 



log 



lOOr 

p 



logc 
log '' 



4,2041 
4,0000 

— 0,2041 (— Ä) 

— 0,4260 (— ü) 



log Ifip"" 
log l^Op"^ (. .) 

log [1 - . .] 

log gönn, 
gotm. 



0,2119 
0,2141 
0,4098 
3,7943 
6227 






lOOr 

log (1 - . .) 

2lnm etlung. SSBenn bei jältlii^et Äopttalifietung ber 3ittfen ju 
p ^JJrocent nad^ jebem wten a;eUe eine« ^al^teiS bie Sftente q gejal^U 
toitb, fo ift jur Seted&nung be« ÄaffenbeflanbS nad^ n Saluten ju 
untetfud^en, toeld&e SRente am ©d^luffe eine« Qal^re« ftatt ber einzelnen 
wal^tenb be8 S^^te« fättigen Slenten gejal^U werben fann. ©tatt 100 

®in]^eiten l&at man aber — Qal^r fpdter 100 + — ®inl^eiten ju jal^len, 

für 1 ©nl&eit ben lOOten 3;eil, für q (Sinl^eiten qvxqI fot)iel b. i. 



{ 



(» 1 + 



pt 



lOOm 



einl^eiten. Statt ber einjelnett Stcttten toäl^tcnb eine« 



Salute« ifi alfo am Sö^luffe beä Sa^^re« btc Slcnte 

2y 

— I — t— ««■ I — t— 

100m 



et 1 + «fei-') + <•(• + "" 



') 



+ •• + (> 1 + 



(' + T^) 



100m y • • - sry- . ^QQ, 

3U jal^len. 3tvin ift bie boppelte Summe 

(^ - 1) + (m — 2) + . . + 2 +1 

1 + 2 + . . + (m - 2) + (m ~ 1) 

= m(m — 1), folglid^ 

(m — 1) + (m — 2) + . . + 2 + 1 = im(m — 1) 



+ Q 
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alfo i)at bie gefud[ite Sftente beti SBett pfm + ^ jp\ SKad^betn 

man btefen SBert an bie ©teile von r gefegt l^at, beted^net man beti 
Äaffenbeftanb rote oben. 

6* "^^nn man ben gefunbenen Äaffenbeftanb = o fefet, fo etl&ält 
man bieSlentengleid^ung, roeld&e bieSlufgaben bet Sftentented&nung 
löjl: bie 2Rife anjugeben, roeld&e bei gegebener SSerjinfung but(ä6 ^ine 
bestimmte 9lente aufgejel^rt.roirb; bie 3tente anjugeben, bur(ä& bie bei 
gegebener SJerjinfung in beftimmter 3^tt ^itte gegebene SRife aufgejel^rt 
roirb ; bie S)auer einer Slente anjugeben, bur$ bie bei gegebener SSer^ 
jinfung eine beftimmte 3Kife aufgejel^tt roirb; bie SSerjinfung anjugeben, 
bei ber eine befiimmte 3Kife burd^ eine gegebene Slente aufgejel^rt roirb. 

I. unb IL SBenn bie 3Kife c burd^ bie njäl^rlge Sftente r bei jdl^r^ 
lid^er Äapitalifierung ber '^\xi\tn ju ^ ^ßrocent aufgejel^rt roirb, jo l^at 
man (5) nad^ S)it)ifion burd^ 1,0;^" 






100(1 — Ifip-"") 



Seifpiel l. 



r = 800; p 
lOOr 



log 



= 3,5; n = 20. 



4,3590 



öeifpiel 2. 



log l,Op*° 

log (1 ~ . .) 
logc 

c = 20000; 2? = 3; n = 10. 



— 0,2988 (— Ä) 

— 0,3033 (— ü) 
4,0557; c = 1137 o 



log 1,0/?-° 

log -4,- 

log r 



0,1284 (— Ä) 
0,5918 (f/) 
3,3700; r = 2344 



in. aOBenn au« ber aWife, ber SSerjinfung unb ber Slente bie 
3)auer berfelben }u bered^nen iji, jo fe|e man (5) 

/ _ op \ _ _ 1 __ 1 



1007) • ^'^^" = ^ «.l,Opn = 



cp 
lÖÖi^ 



roeil n unter ben gemad^ten 3SorauSfe|ungen nur eine ganje B^^l f^i^ 
fann. 3ur Seftimmung von n unb a l^at man 
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n log XfOp + log a = log 



cp 



lOOr 



3)enitta($ ift n bie ganje S^^l&l be« Quotienten log j-— — : log ifip 
unb log a bet SReft biefet S)it)ifion. 3ta^ nntalicjer Slu^jal^lung ber 
SRente r bleibt bet Äaffenbeftanb ^^A ~ ^Y 

SBeifpiel. c = 20000; p = 3,5; r = 1200. 

lOOr 



;? 



log 
logc 
log ^ 

log 



lOOr 
1 



1 — . 



log a 

log (l - 1 

log 5^ (. .) 

p 



4,5351 

4,3010 

0,2341 (— ^) 

(log 1,0p) 

0,3803 {ü) : 0,01494 = 25 

2988 

815 
747 



0,0068 (A) 
1,81 (- ü) 

2,72 = log 53 



S)ie Sftente bauert 25 Scil^^e unb lägt bann ben Äaffenbeftanb 53 o . 

IV. 3lu8 bet aJlife, ber Sftente unb i^ter 3)auer fann bte SSer^ 
jinfung im allgemeinen nid^t beted&net werben. S)enn bie Stenten« 
gleid&ung (1) 



100 

p 



(1 - 1,0p--) 



ober, nac^bem man -r-^ = x, 

ifip 



100 



c 
r 



a? 



1? 
1 — a?»^ 



1 — X 



fubfiituiert l^at, 



c 
r 



1 — a? 

ift t)om wten ©rabe, weil l — a:*» burd^ l — a? teilbar ift. 6ine 
©leid^ung biefer Slrt fann aber annäl&erung^roeife aufgelöft werben, 
wenn beftimmte SBerte oon c, r, w gegeben finb (Sllgebra §. 8). Qn 
iebem befonbem gaUe wirb bann p fo begrenjt, bajs 



log ^ + log i-^^i^ ^ 

c P 



== 
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§. 23. ^otenjen ber S3inomien mit pofitiDen 

ganjen ©Eponentcn. 

1. SBeil (a + b)^ = Ui + ~)r= «"^(l + -^)" fo tommt 

e* junÄdj^ji batauf an, bie mtt 5ßotenj elneiS Sinomium ju entwidelrt, 
beffett etjie« ©lieb i unb beffen jtoeite« ©lieb ein ed^ter Srud^ x% 
3)urd^ 3Kttltiplifation finbet man 

(1 -f a?)2 — (1 + rr)(l + x), (1 + a:)3 = (1 + x)^l + x), . . 
(1 + ar)2 = 1 -j- 2a? + x'^ 
(1 + a?)3 = 1 + 2a? + a?2 

+ a? + 2a?2 + a?^ 
1 + 3a? + 3a;2 -j- a?^ 

(1 + a?)4 = 1 + 3a? + 3x2 ^ ^s 

+ a? + 3a?2 + 3a?^ + x^ 

1 + 4a? + 6a;2 -j- 4a?3 -j" ^* 

u. f. n)., alfo eine nadji fteigenben ^Potenjen von x georbnete Sleil^e. 
®ie ©oefficienten (§. 4) ber einjelnen ^ßotenjen t)on a? l^eifeen Sino*» 
mialcoefficienten, ber Ote, ite, 2te, . . bei ber wten 5ßotenj be8 
Sinomium. SDiefe finb bei ber 2ten, 3ten, 4ten $otenj 

12 1 

13 3 1 

1 4 6 4 1 tt. f. f. 

3luÄ ber obigen Sled^nnng folgt, bafe bie Sinomialcoefftcienten bei 
ber 5ten $otenj Summen t)on ie jroei folgenben Sinomialcoefficienten 
bei ber 4ten $otenj finb, u. f. f.*). Um aber bie Sinomialcoefficienten 
bei einer ^otenj unabhängig oon ben öinomialcoefficienten bei nieberen 
^ßotenjen ju finben, mufe man biefelben burd^ ben ©pponenten ber 
5ßotenj au^brüden. 3n ber S;^at ift bei ber 4ten 5potenj be8 Sinomium 

4 = 4, 6 = 4. 1, 4 = 4. |.| 

bei ber 5ten ^potenj 

5 = 5, 10 = 5.f, 10 = 5.f.f, 5 = 5.t.|.| 

S)anad^ ift ju prüfen, ob bei ber «ten $otenj bie Sinomialcoefficienten 

1 m ^(^ ~ ^) ffl(>y> — i)(w » — 2) 

^' ' 1.2 ' 1.2.3 

fid& ergeben, fo bafe man ptte: 



*) @ine fo lottftruicrte Tabelle ber Sinomialcoefflcicnten (triangulus arithme- 
ticus (ei $agcal) finbet fic^ bereite bei @tife( arithm. 1544 fol. 44. 

»alt^er. I. 7. «ufl. 9 
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^ie Silbung ber 93tnomia(ci)efficienten auS bem ^onenten toav burd^ bie 
Don f^etmat unb ^a3ca( erfunbenen f^ormeln ber figurierten S^^^Jfn vorbereitet. 
93erg(. SertnotS 93nef an 9loben>al 1636 9lot). 4 unb Oeuvres de Pascal ed. La- 
hure 1858, IL p. 443. 452. 403. ^Die IBinomialcoefftdenten unb bad aSinomial- 
t^eorem für pofttbe aanje fotoie für beliebige reale @^onenten ^at^^enton erfun^ 
ben unb in ben Briefen an DIbenburg 1676 3uni 13 unb Oft. 24 ntitgeteiCt. ^e 

Seaeid^nung |T j !ommt juerft in na(^getoffenen 9(bl^anb(ungen ^uletd vor. Acta 

Petrop. V, 1 p. 89 unb V, 2 p. 76. Nov. Act. V p. 52. 

1 „, rn(^n—i) m(yw— l)(m — 2) 
^ 1.2 ■ 1.2.3 " • 

wetbert ber SReil^e nad^ burc^ 

^m\ /m\ /m\ /m\ 
\i \2 UJ •• 



C) 



bejeid^net. S)ie %oxmd K Y ju lefen m über ä;, bebeutet bcä ^ßrobult 

Don k gaftoren, bte von m in natürlld^er Sleil&e abjleigen, btolbiert burd& 
ba« 5ßrobutt t)on ä; gaftoren, bie von 1 auffteigen, 

m(m — 1) . . (m — k + \) 

X. . ^ m * • K 

unb ift eine flanje 3a^l (§• 13, 13). ®ie gormel (^) §at ben SQBert l, 

TOö^renb (^^), (,y, 4. o)' • • ^erfiä&roinben, weil in il^ren S^^^^'^ 

ber galtor Dorfommt. 

©in 5probuft t)on gaftoren, beren je jroei folgenbe biefelbe S)lfferenj 

l^aben, J. S3. a(a + ft)(a + 2ft)(a + 36) U. f. n). (productum con- 
tinuortun bei 5ßa<8cal, fanctio inexplicabilis Bei Suler Calc. difif. II 

c. 16 unb 17. aSergl. Dettinger SreKe 3. 33 p. 1) wirb nad^ Äramp 
1799 eine galultät genannt (au(| gaftorielle nad^ Slrbogajt). 
3u*befonbere wirb ba& ^JJrobuft l . 2 . 3 . . n nad^ Äramp (Arithm. 
universelle 1808 n^ 289) bur(§ nl bejeid^net unb n-gafultät genannt. 

S)eninad^ l^at u j ben Qä^tt . ^' .. unb man erl^ält 

/m\ 1 . 2,..m ml 

\kj ~ 1.2...ÄJ. 1 .2...(w— "^ ~ kl(m — 1)! 

n)orauS unmittelbar folgt ba^ 



\k) \m — k) 



l 
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o ^ /12\ /12\ 12. 11 . 10.9 

3. S)ie gormel (^) ^at bie ©genfc^aft, Dag 



+ U~iJ = V h ) 



Je 



x^ 



folglid^ ifi 

fm\ / m \ ( m \fm — A-j-1 \ / m \i» + l /»«+1\ 

U;''"U-iJ"U-iA — k — + V=U-iJnr'=l ifc ) 

• • . - 

4* S)ie gottnel [?*] iji ber We Sittomialcoefficiettt bei ber wtett 
51Jotett} eine« Sinontiunt, fo bafe 

(1 + .,. - 1 + (7). t (^)«' + (3)^' +•■+(:) 

(3flen)ton8 S3inomiaU§eoteni, binomifd&et Se^rfa|.) 
»ewei«. SBenn für einert beftimtnten SOSert t)ort w 

(l+^)m = l+^^y +(^^y + .. 

ift, fo finbet man 

(1 + .)»+» = 1 + (7). + (^)x2 + (^)x3 + . . 



i+(-r>+( 



m + 1\ , , /m + 1 



«■*+ ö **+ • • 



^eu(7)+l=('"+^), (2) + (T) = ('"t').-(3). 3lmijiaBer 

(l + *P =• 1 + (^)x + Qa:^ + (^y 

tote fi(| butd^ SSetgleid^ung biefet gottnel mit ber in (l) gefunbenett 
etgiebt, alfo ifi aud^ 

(1 + a:)4 = 1 + (J)a: + g^^ + (^^ + (^^ 

.5. 



la;* 



(1 + ^)» = 1 + (J)x + Qx2 + Q*» + Qx* + 



lar^ 



9 
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für lebe pojxtioe ganje Qa^ m*). 

anmerfuttfl. SBenn man a? mit — a? uertaufd^t, fo bleiben x^, 
x\ . . unoetänbert, mä^renb a?^, x^, . . in — a:^ — a?*, . . übetgel^en. 
©al^er ifi 

<•—)- -!-(:> +(">'-(")-' +■■ 

aBetttt X =. -^, fo ift (1) 



(a + i)« =- a» + (7)«"-'* + (2 )«""'*' + •• + (7)«*""' +^'" 

weil 

a»- = a»-iJ, a'^(-) =- ^ == a—^d», u. f. f. 

(:)-'■ C-i)-(r>-(^) 

5* SBenn x ein eistet Srud^ iji, fo wirb in ber für (1 + xy^ 
flefunbenen Sfteil^e von einem beftimmten ©liebe an jebeS ©lieb Heiner 
a\& baS x^m t)orau3flel^enbe. ^mn bog SSerl^ältniÄ beä (Je + 2)ten 
©liebe« jum (fc + l)ten ift 



GTO^-O^-l^^ 



< 1 



fobalb fc eine bestimmte ©renge überfd^reitet S)er S^l&ler, weld&en man 
begel^t, inbem man t)on einem bejiimmten ©liebe an bie folgenben 
©lieber Demad^läfftgt, lägt \xä) in jebem gegebenen ^alle abfd^ägen. 
@e|t man g. ^. 

(1 + x)^ = 1 + mx 

fo ifl ber ^Jel^ler 



/ 



x^ 



/, . m — 2 ,m — 2m — 3 o, \ 



G)" j' + "-^« + r-?^-)' 



*) 2)ie jiier angcwanbte aWctl^obe ber Sw^w^tion {inaywy^f SlbJeitung einer 
attgemcincn Segel ou3 einem Befonbern ^aue) ift PonSac. SernouHi(ActaErud. 
16&6 p. 360) angegeben n)orben unb l^ei^t ber @cl^lu( oon m auf m-f- 1. 



I 

J 
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Toeil ^~ , ^T" , ^"T , . . etne f aUenbc Sleil^e bilbeti. SBenn 
nun — r— a? < 1, fo tft 

wi — 2 . /w — 2 ^* 



( 



1 + -^r^« + i—TT^x) +.. < 



. m — 2 
1 = — « 



(§. 12, 5), folflUdö 



/<f'"^ - 



2 



> 2 y , m — 2 
1 X 

3 



©efet man ebenfo 

(1 — x)^ = 1 — mx 

fo ift bei —3—^ < 1 ber geißlet pofitit) unb <f o)^^» ^^^"^ ^^^^^ 
bie Siffetenjen (2)^' -(3)^'' (3)^'-(4)^S . . pofitit) pnb. 
Slnalog roirb bei ^^^^^ < 1 

(a + 5)™ == a°^ + OTa™-^6 

gefegt mit ber iJel^Iergrettje 

2J. m — 2fe 
3 a 

unb (a — j)~ = a» — wa°»-i5 mit ber gel^lergrenje r^ja'^b^ 

6. S)ie witen SBurjeln ber SaS)hn c, c . 2°*, c . 3°^, . . t)er]^alten 
fid^ jtt einanber wie l, 2, 3, . . . Unter biefen aHabifanben empfiel[>lt 
fid& jur Sered&nung feiner mten SBurjel ein fold&er, ber von einer mten 
5Potenj fid^ nur wenig unter fd&eibet, j. 83. a"»± 6, wenn ^ : a"^ = ä 
ein fleiner ed^ter S3rud& iji. S)ann l^at man 

mm m 

== a/rTÄ < af 1 ± -"j (§. 18, 6) 



m 

m. 



3u genauerer Sejiimmung fe|e man VT+ h =^ i + x, folglich 

(1 + a:)« = 1 + Ä 

»wa; + ( ja:2 = Ä — ( ;a;» — 



• • • 
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®a^et ift erftenS 



^ = ^-^T-r— - > 



'-(:>•-•■_ '-V3A™ 



m — Im — 2 fe^ 

"^ 2i^ 37/r ^«^ 



y^ + 6==:a-t-ax>>a + 



©benbal^er ift jweitenä 

2a7 , „ 2A m — 2 „ 
1- cc-« == — — — x'* — . • 



m — 1 m{m — 1) 



in-2 



1_ ]/ 1 2h _ m — 2 3 _ 

"" ~ m — 1 "^ r (m — 1)2 "^ w(m — 1) 3 "^ 

S)ie rationale untere ©renje unb mel^r nod^ bie irrationale obere 
©renje bejiinimen bie SEBurjel mit großer ©enauigleit. SBenn h, h, x 
negatiD [inb, fo iji bie rationale gomtel eine obere, bie irrationale 
eine untere ©renje ber SOBurjer). 



§. 24. ^erntutationen gegebener Elemente. 

1* Unter Elementen njerben l&ier S)inge (3nbit>ibuen) oerftanbeU; 
beren Dualität unb Duantität bal^in gefteHt bleibt, unb weld&e nur 
burd^ Drbnung«ja]&len (SRummem, ^ud^jiaben) unterj'd&ieben ftnb. SSon 
jwei Elementen i^eißt ba^jenige ba« pi^ere, n)el(ä^e3 bie größere Drb^ 
ttungiS^al^l l^at. 

Unter einer Äomplejion gegebener eiemente wirb ein SSerein 
berfelben nad^ irgenb weld&er Sfteil^enf olge t)erftanben, wobei bie %xt ber 
3Serbinbung bal^in gejMt bleibt, ^erniutationen gegebener ©lemente 
]^ei|en alle bie Äomple? tonen berfelben, raeld^e fid^ burd^ bie Slnorbnung 
ber Elemente unterfd&eiben. .. 

2» aSon n t)erfd&iebenen eiementen giebt e5 n! = i . 2 . 3 . . /i 
^ermutationen (§• 23; "2). 



*) Sagn^ Math. nouv. pour Textraction . . Paris 1692. §alleö Philos. 
Trans. 1694 p. 136. SamBert »citröae II, 1 p. 152. aiagcmeincrc Unterfud^ungen 
übet foldje ^Cnnäl^erungen finbct man od (guler Nov. Comm. Petrop. 18. p. 136. 
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Seweig. 3w bem Um, 2tm, 3ten, . . ®lement lann jjebe ^ermu*' 
tatiott bet w — 1 übrigett ©lemente gefefet toerben, foIgltd& giebt e« 
t)on n t)etfd|iebenen ©letnentett wmal fooiel ^ßermutationeti atö t)Ott 
^^ — 1 ©lementen. 5iun giebt tS von 2 Slementen 1 . 2 ^ßetmutationen 
(a6 uttb ba), alfo Dott 3 eiemeitten 1.2.3 5ßetmutationen, von 4 
©lementen 1.2.3.4 ^Permutationen, u. f. xo. 

3. Man ftttbet bie ^ermutatiotten von 3 (Elementen, tnbem man 
ju bem Element 1 bie ^etmutationen bet Elemente 2, 3, bann ju 2 
bie 5ßetmutationen t)on l, 3, bann p 3 bie ^ermutationen t)on l, 2 
fefet: 

12 3 2 13 3 12 

132231 321 

Solan finbet bie 5Petmutationen t)Ott 4 Elementen, inbem man ju 
1 bie 5ßermutationen von % 3, 4, ju 2 bie ^Permutationen von l, 3, 4, 
äu 3 bie 5ßetmutationen t)on l, 2, 4, unb ju 4 bie ^ßetmutationen oon 
1, 2, 3 fefet: 

1234 2134 3124' 4123 



• • • 



1432 2431 3421 4321 

SKan finbet bie ^ßetmutationen von 5 Elementen, inbem man ju 
1 bie 5Petmutationen t)on % 3, A, 5 fe|t, ju 2 bie 5ßermutationen von 
1, 3, 4, 5, u. f. f. 

12345 21345 31245 



• • • • 



15432 2 543 1 35421 
412 35 51234 

• ••• •••• 

45321 54321 

u. f. f. Überl&aupt t)etliert bei biefer aRet|fobe ein Element feinen 
$piafe erft bann, menn bie Drbnunggjal^len ber folgenben Elemente eine 
faHenbe Steige bilben. 3)a8 Element weidet bem näd^ft p^etn au« ber 
aieil^e ber folgenben Elemente, unb bie übrigen Elemente werben fo 
l&inäugefilgt, bafe il^re Drbnung^jol&len eine fteigenbe Steige bilben. 

4* 9luS einer fiomplejion fönnen nad^ unb na(^ aUe 5ßermutatio* 
nen buriä^ SSertaufd^ung von jebeMal 2 Elementen abgeleitet werben*). 

Sei 3 Elementen ergiebt fid& folgenbe Slei^enfolge ber 5ßermutatio* 



*) OJallenlamp ©lern. b. aKotl^em. 1850 §. 110. 
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nen, xotnn man nad^ unb nad^ 3 mit 2, 2 mit l, 1 mit 3, 3 mit 2, 

2 mit 1 vtxtau^ä)U 

12 3 2 3 1 3 12 

13 2 2 13 3 2|1 

Snbem man ju l bie ^Permutationen dou 2, 3, 4 fe|t, bann 1 
mit 2 t)ertaufd&t unb bie folgcnben ©Icmente t)erfe|t, bann 2 mit 3, 

3 mit 4 Dertaufd^t nnb jjebeMal bie folgenben Elemente t)etfe|t, finbet 
man für 4 Elemente: 

1234 2431 3124 4321 



• • • • • • 



1432 2134 3 421 4|123 

?5ät 5 Elemente: 

"12345 25134 34512 42351 51213 4 



• ••• •«•• •••• 



15234 24513 32451 41235 54112 3 

gut 6 Elemente: 

12345 6' 265134 342651 



• • • 



165234 243651 315426 
415326 562143 634521 



462153 534621 6112345 

u. f. f. für mel&t Elemente. 

5» ®ie erfte 5J5ermutation entpU bie gegebenen Elemente in ftei^ 
genber Drbnung, bie folgenben 5Permutationen seigen Slbmeid^ungen t)on 
biefer Orbnung. 3Ran jäl^lt bei jeber ^ßermutation non jebem Element 
an bie Slnjal^l ber niebern Elemente, meldte il^m folgen: bie ©umme 
biefer ainjal^len l&eifet bie Slnjal^l ber 3nt)erfionen (derangements, 
variations), meldte in ber 5Permutation entl)alten finb. 3- S3. bie fiom^^ 
plejion 2431 enthält 4 Qnoerfionen: 21, 43, 41, 31. 

2)ie Slnjal^l ber in einer Äomplejion norl^anbenen ^noerfionen 
mirb burd^ bie SSertaufd&ung oon jroei Elementen um eine ungerabe 
3a]^l ueränbert. 

SBenn ein Element mit bem 5ßad^bar oertaufd^t mirb, fo bleibt bie 
Stellung ber bewegten Elemente gegen bie übrigen Elemente untjeränbert, 
unb bie Slnjal&l ber t)orl^anbenen 3nt)erftonen änbert fid^ um 1. Um 
bie burdö k Elemente getrennten Elemente G unb H ju üertaufd&en, 
lann man juerp G mit bem 3flad&bar jur Sftei^ten {k + l)mal, bann 
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B mit bcm Sflad^bat jur ßinfen knxal tjertaufd^en, toobei bie älttja^l 
ber t)orl^anbenen Snoetfionen (2ä: + i)ntal b. t. ungerabmal um 1 fid& 
änbett. 9)utd^ eine uitfletabe SRenge S!tnbetungen um l mitb aus 
einer geraben3tti&l eine unßerabe, au8 einer unfteroben 3<i^l ^ine gerabe, 
alfo ifl in beiben gätten bie ©ifferenj ber Slnja^len ber 3nt)erfionen 
eine ungerabe ^a^. 

6^ "^tnn, man bie ^permutationen T)erfd^iebener (Elemente bur(i& 
aSertaufd^ung t)on j|ebei8mal jwei Elementen entmidfelt (4), fo finb bie 
in ben aufeinanber folgenben 5ßermutationen Dorl^anbenen ^noerfionen 
abmed&felnb t)on geraber unb t)on ungeraber Slnja^l (5). 9)a bie Slnjal^l 
aBer Sßermutationen gerabe ift, fo giebt e« ebcnfox)iel ^Permutationen 
ber einen Älaffe (gerabe, pofitioe, mit geraber 2lnjal^l oon Snüer^^ 
fionen), atö $ermutationen ber anbern Älaffe (ungerabe, nega^ 
tioe, mit ungeraber Slnja^l t)on Snoerftonen). 

ABCD unb CD AB finb ^ermutationen berfelben Älaffe, meil au« 
ber erpen bie jroette burd^ 2 SJertaufd&ungen (^ mit C, B mit D) 
entftel&t; 31245 unb 14325 finb 5Permutationen nid&t berfelben Älaffe, 
mett au« ber erjien bie jweite bur(ä^ 3 SSertaufd&ungen (3 mit l, 4 mit 2 
unb 3) entftel^t 

§• 25. 3Sariationen unb Kombinationen gegebener 

©lemcnte. 

(öel« §. 88 ff.) 

1« Variationen kHn @rabed oon gegebenen Elementen l^eigen 
bie ßomplej^onen t)on je ic aus ber Sleil^e ber gegebenen Elemente. ®ie 
SSariationen nitn ®rabeS oon n Elementen finb oon ben ^ßermutationen 
berfelben ni(3&t oerfd&ieben. Variationen (n + i)ten ©rabeS oon n Ele«* 
menten fönnen xAi^t gebilbet werben. 

®ie Äomplejionen, meldte je k ber gegebenen Elemente entl^alten, 
oon benen aber nid^t jwei auS benfelben k Elementen gebilbet ftnb, 
l&eifeen bie Kombinationen kttn ©rabeS ber gegebenen Elemente. 
®ie Kombinationen iten, 2ten, 3ten, . . ©rabeS werben aud^ Unionen, 
Sinionen (Slmben), Siernionen (2;emen), . . genannt. 

2. Von n oerfd^iebenen Elementen giebt eS 

w(n — 1) . . (n — fc + 1) = _ ., Variationen A-ten ©rabeS 

n(n — 1) . . (n — fc + 1) 



1 .2..ik 



= Q j Kombinationen Wen ©rabe«. 
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Seit) eis. Um oüA ben SSariationen /ften®rabed bie Sartationen 
{k + i)ten @rabeS gu bilben, fe|e man }u jeber Variation jebed (Slement, 
boS {te nod^ nübt enthält. 9Ran etl^&lt alfo (n — Ä;)mal foüiel Soria* 
tionen {k + i)ten ®rabei$ a\i kttn ®rabeiS. 9lun giebt eS n Variationen 
iten ©rabeiS, folglid^ n(n—i) Variationen 2ten@rabe«, n(n— i)(n— 2) 
Variationen 3ten ®rabe«, u. f. f. 

®ie Variationen ikten ®rabeS la^vx ftd^ in @ruppen fo oerteilen, 
ba^ bie Variationen jeber ©ruppe $ermutationen berfelben k Elemente 
finb. S)a ju jeber ©ruppe l .2 ...k Variationen gel^ören (§. 24, 2), 
fo giebt e^S, ben (l . 2 . . . ^)ten Seil fooiel ©ruppen als Variationen 
Wen ©rabe«. Qeber ©ruppe entfprid^t eine Kombination Wen ©rabe«. 

S)ie in §.23, 2 gebraud^te gormel 



n\ n! / ** 

.k) ~ k\(n — k)l ~\n — 



x^ alg Slnjal^l oon Kombinationen eine ganje S^^^- SSon n oerfd^iebe^^ 
nen ©lementen giebt tS ebenfoolel Kombinationen Wen als (n — k)Un 
©rabeS. 

3* SOtan finbet bie Variationen 2ten ©rabeS, inbem man ju jebem 
@lement ber 9teil^e nad^ jebe£ anbere fe|t; 3ten ©rabeS, inbem man ju 
jebem ©lement bie Variationen 2ten ©rabe« ber übrigen ©lemente fefet; 
4ten ©rabe«, inbem man ju jebem ©lement bie Variationen 3ten ©rabe2 
ber übrigen Elemente fe|t, u. f. xo. 

ejür 5 (Elemente: 

12 2 1 3 1 4 1 5 1 

13 23 32 42 52 

14 24 34 43 53 

15 25 35 45 54 

123 213 312 412 512 

124 214 314 413 513 

• • •• 4» •• •• 

154 254 3 54 453 543 U. f, f. 

SRan finbet bie Kombinationen 2ten ©rabe*, inbem man ju jebem 
Clement ber Sleü^e nad^ jebei$ l^öl^ere fe|t; 3ten ©rabeS, inbem man ju 
jebem ©lement bie Kombinationen 2ten ©rabe« an» ben J^öl&ern Sie* 
menten fe^t; 4ten ©rabe«, inbem man ju jebem ©lement bie Kombi«' 
nationen 3ten ©rabed aud ben p^em Elementen fe|t, u. f. m. 








§. 


ib. aSatiationen tmb ftombinationen gegeBenet @(emente. 




gür 6 etemcntc: 










12 2 3 


3 4 


4 5 5 6 






13 2 4 


3 5 


4 6 






14 2 5 


3 6 








15 2 6 










1 6 








1 2 3 


13 4 14 5 


1 5 6 


234 245 256 




12 4 


13 5 14 6 




2 3 5 2 4 6 




1 2 5 


1 3 6 




2 3 6 




1 2 6 












3 4 5 


3 5 6 


4 5 6 






3 4 6 










12 3 4 


2 3 4 5 


3 4 5 6 






• • • 

14 5 6 


• • • 

2 4 5 6 





139 



Übetl^Qupt bel^ölt bei ber äluffteUung von Kombinationen jebeiS 
eiement feinen 5ßla| fo lange, btö bafe bie folgenben ®lemente burd^ 
l^ö^ere nid^t mel^r etfe|t werben fönnen. S)ann weidet ba3 Clement 
bem näd^P^Ö^etn ©lement, unb bie näd^ftl^öl^em ©lemente folgen. 

•4* SBenn n üetfc^iebene Elemente in ©ruppen A, B, c, . . üon 
«/ ßt 7t ^ ' Elementen auf aUe möglid&e Sitten t)erteilt werben foHen, 
wobei a + ß + Y + , . =n üorauSgefefet wirb : f o wäl^lt man ju^ 

erji au& allen Elementen a für bie ©ruppe A, waä auf (j uerfd^ie^ 

bene älrten gefd^el^en fann (2); bann wäl^lt man aui ben iebeMal 

übrigen Elementen ß für bie ®tuppe B, xoa& auf r T ") üerfd^iebene 

Slrten gefd^el^en fann, u. f. w. S)ie lefete ©ruppe fann iebeämal nur 
auf eine 2lrt gebilbet werben. Sllfo giebt e2 

[j t)erfd^iebene ©ruppen A 
^/("T / ^^^W^^^tt^ ©ruppen ab 

(a)v T yC~^^~~ 7 üerfd^iebene ©ruppen ABC, u. f. w. 
SjBenn rf = n — a — ^9 — 7 iji, fo fann bie lefete ©ruppe D iebe«« 
mal nur auf eine Slrt gebilbet werben, weil r~^'7^''A^ l, 



1 
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unb e2 giebt 

'n\/n — cc\/n — a — ß'\ n! 



c 



] — 

Detfd^iebene ©nippen äbcd. 

SBetttt man in allen ©ruppierungen bte Elemente ber einjelnen 
©ruppen perntuttert fo erl^&It man aQe ^ermutationen bet gegebenen 
Elemente, weil jebe ^ßermutatton mit a bejiimmten ©lementen beginnt, 
benen ß befiimmte ©lemente folgen, u. f. m. 3n bet 3;^at erl^alt man n!, 
inbem man bie Slnjal^I bet ©tuppletungen mit a\ ß\ y\ d\ multipliciett. 

SBenn untet ben gegebenen n Elementen a einanbet glei(]& finb, 
wenn untet ben übtigen ß einanbet gleld^ finb, wenn untet ben übrigen 
y einanbet gleid& finb, menn bie Übtigen 6 t)on einanbet oetfd^ieben 
jinb; fo befe^e man mit biefen Elementen je a, ß, /, 6 5pia|e. Slu« 
jebet ©tuppietung bet Pa|e entfielen d\ ^Petmutationen. Sllfo giebt e« 

-T-^j — i 5ßetmutationen biefet ©lemente*). 

5. S)ie ^Kombinationen ^ten ©tabeiS t)on n Elementen entl^alten 
enthebet baiS nte Element nid&t, obet fte entl^alten baSfelbe. S)ie etfte 
©tuppe umfaßt bie Kombinationen Wen ©tabe« bet etften w — i Ele^ 
mente, bie jmeite ©tuppe umfaßt bie Kombinationen {k — l)ten ©tabe« 
biefet Elemente, benen baS nte Element jugefeftt mitb. aifo Ifl - 



:n=C7vai:) 



mie §. 23, 3 aritl^metifd^ bemtefen motben ift. 

S)ie Kombinationen ^ten ©tabeiS t)on n Elementen enbigen entmebet 
mit bem iten Element, obet mit bem {k + i)ten Element, obet mit bem 
Qc + 2)ten Element, u. f. m. 5Rutt enbigen mit bem (fc + m)ten Element 
fooiel Kombinationen kttn ©tabeiS, als e8 Kombinationen (fc— l)ten 
©tabe« bet etften fc + w — l Elemente giebt. Sllfo ifl 

S)utd^ f ottgefefete Setlegungen biefet Sltt beftätigt man, bajj u ) ^i«^ 

Summe t)on ganjen ^(i\i\t% folglid^ eine ganje 3^^^ ^f*- 

S)ie Kombinationen /cten ©tabe« t)on u + r Elementen entl&alten 
enttoebet k Elemente be« ©^jiemiS t)on u Elementen, obet k — \ Ele«* 



♦) Frönicle Abröge des combin. 1676 (Anc. M^m. de Paris t. V) Wallis 
* Combin. 1685 c. 2. 
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tnente biefeä ©^ftenrö unb l ©lement beä ©pftetn« t)on v ©lementen, 
ober fc •— 2 eiemente be« erftett ©pftemä unb 2 eicmente be8 jroelten 
©pftem«, tu f. w. 3lutt lönnen fc — m ©letnente be« etften ©pftem« 

mit m (Elementen beä jwelten S^fientö auf L J^ ,j(^) ^^^f^^^bene 
ätteii lombiniert werben, älfo ift*) 

("t")-a)+G-.)(0+G-.)G)+-+ö(.-i)+(I) 

6» aSBenn jebe« ber n ©lemente beliebig oft gefefet werben lann, 
jo giebt e8 t)on benfelben 

«^ aSartationen fcten ©rabe« 

S3eu)ei5. Um au« ben Variationen Wen ®rabe8 bie SSariationen 
(Je + l)ten ©rabei^ ju bilben, fefee man ju ieber SSarlation jebe« Clement. 
3Ran erl^ält alfo nmal fooiel SSariationen (fc + l)ten ©rabe« aU fcten 
©rabeÄ. 3tun giebt tS n SBariationen lten©rabe«, folglid^ giebt t&n^ 
SSariationen 2ten ©rabe«, n^ SSariationen 3ten ©rabe«, u. f. m. 

Kombinationen 2ten ©rabe* oon ber gef orberten 2lrt giebt e« mit 
1 anfangenbe n, mit 2 anfangenbe n — 1, u. f. xo., jufammen (5) 



("1) + (" i 



"-'V. .+(:)-("+•' 



Kombinationen 3ten ©rabe« giebt e8 bemnad^ mit 1 anfangenbe f T^ 
mit 2 anfangenbe (T), u. f. m., iufammen 

®efe|t c« giebt (" "^ * ^) Äowbinationcn «ten ©tabe«, fo giebt e« 
Äotttbinationen (« + l)tett ©tabe« mit l anfangettbe (" *• ~ j, mit 2 



anfangenbe (" + ;-^).«. f. m,8ttfammen 



(i)=(:;i) 



*) @uleir. $ergl. bie ^nmer!ungen 3U §. 23, 1 unb §. 32, 2. 
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SKutt giebt e«/" "J ^) Äombinationen 3tett ©rabe«, alfo glebt e« f ** "^ ^j 

Äowbittatiottett 4tett ©tabe«, u. f. to. 

S)eninad^ giebt ed ebenfooiel Kombinationen Ä:ten ©tabe^ oon n 
Elementen, beten jebeS fcmal borbanben ifi, atö Don n + k — i ©le«* 
menten, beten iebe« imal Dotl^anben ift (2). 3n bet 3:i^t pnbet man 
ani? jenen Kombinationen biefe, wenn man in jebet Kombination bie 
eiemente bet Jfteil^e nad& um 0, l, 2, ..,/>- — l etpl^t. 

^nmerfung. Xic Slnfänge bet ÄomBinatorif finben ftd^ im 16tcn 3a6rl^un= 
bcrt bei ^uältt), ©atbano u. a. 2)ie erfte größere Slol^attbrung übet Itombi« 
nationen l^at ^aScal um 1650 uetfa^t, in bet et mit ^etmat sufammentteffenb 
ben ßufammenl^ang bet ^ombinationdjal^Ien mit ben figutierten S^'^'^^i^ erCöutette 
(Oeuvres ed. Lahure 11. p. 423 ff.), ßetbnij* 2l5^anb(ung de arte combinatoria 
1666 entpit nic^t fotool^l tj^eotetifcl ^eue§ al3 oielme^t ^Intoenbungen bet Seilte von 
ben ^etmutationen unb Kombinationen. S)et l^eutige ^eftanb bet 5lombinatoriI finbet 
fid^ Dottftänbig in Socob ÖetnouriiS ars conjectandi (op. posth. 1713). 3n 
btefem »ud^e fommt bet 9iame ^etmutationen oot, wofüt SBalUS Slltetnationen, 
^ eibnia SBatiotionen gebtaud^t l^atte. Xet 3latm Komple^ionen bebeutet bei Seibnij 
Kombinationen; bet SRame Satiationen ^at feine fombinatotifd^e SBebcutung gegen baö 
G*nbe beS 18tcn gal^tl^unbettö etl^aften. 



§. 26. 2)cterminante eincg ©t)ftem§ t)on ^af)len. 

1. I. aSBenn ein JQuabtat oon (Elementen gegeben iji b. l^. n^ ®ie«» 
mente (S^^ltn), je n in n SHeil^en geotbnet, von benen ia& We bet «ten 
Seile (ba8 tte bet fcten Kolonne) butd^ ^ik bejeid&net witb, j. SB. 

«11 «12 . . «In 

«21 «22 . . «211 

• ... . 
ßfnl örn2 . . öfjan 

fo tjetftebt man untet bet S)etetminante*) biefeiS ©pftentö ein be^ 
ftimmteS SKggtegat aDet $tobuIte von je n Elementen, beten nid&t jwei 
einet ^txlt obet einet Kolonne angeböten. Sffienn rst . , eine5ßetmu= 
tation bet Kolonnen*'9lummetn 123 . . ip, unb wenn s ben SBett l 
obet — 1 bat, je nad^bem r« < . . ju ben getaben obet ju ben ungetaben 
^Petmutationen bet 123 . . gel^ött (§. 24, 6), fo ift ba« 5ßtobuft bet 
n Elemente 

eait ^8 eist • • 

ein ©lieb bet ©etetminante B. ^nÄbefonbete iji ba« au^ bet 
diagonale an . . «nn gebilbete 5ßtobuIt ba« SKnfangaglieb bet ®etet* 



*) S)ie ®ef Aidjte unb bie weitete ©ntmitfelung biefet gotmen finbet man in bet 
@(^tift beS SJetf. übet SDetetminanten. 
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minante. 3nbem man für rst . . atte ^ßermutationett bet Äolonnen«' 
5Rumtnettt fefet, unb bei iebet 5ßcrtnutatiott e beftimmt, flnbet man alle 
©liebet bet S)eterminante, bie ©umme 

II. SluiS bem ©lieb eau «2, «st . . t)Ott ä etplt man butd^ SJet«* 
taufd^ung bet JColonnen r unb s unb butd^ SSetänbetung beiS ^txSi^xA 

— €aiB a^t ö8t . . 

ein anbte« ©lieb tjon ä. a)aj8felbe ©lieb 

entfptingt abet aud^ au8 eau as^ ast . . butd^ SSettaufd^ung bet geilen 
1 unb 2 unb butd^ SSetänbetung be8 S^i(S)tn&* ©al^et fönnen alle 
©liebet t)on B aud^ babutd^ gebilbet xotxhtn, ba| man bei feflen 
Äolonnen^5Wummetn rst.. filt bie S^il^^^^ft^^"^^^^ 123 .. alle il^^e 
5Permutationen fefet, unb bei ben ungetaben ^etmutationen ba8 ^tx^tn 
— jufelt. SBenn nämlid& fgk.. eine 5Petmutation bet Seilen*9lum^ 
metn, unb e' ben SBett l obet — l l^at, je na(S)Umfgh . . ju ben 
getaben obet ju ben ungetaben $etmutationen bet 123 . . gel^ött, 
foifi 

esaft Agg «ht • • 

ein ©lieb oon B. ^tnn nun fgk , . un'ti rst . . 5ßetmutattonen 
betfelben Älaffe t)on 123 . . finb, fo ift es = l; wenn nid^t, fo ijl 
SS = — 1. 

©cfl^et ift sofr Ägs «M . . bet allgemeine Sluäbtudf eine« ©Ite^ 
be2 von B untet ben Sebingungen, ha^ fgh . . nnt rst . . beibe 
5ßetmutationen von 123.. finb, unb bafe « ben SBBett l obet — 1 l^at, 
je nad^bem fgh , . un\> rst . . ^etmutationen betfelben Älaffe finb 
obet nid&t. S)abei ift 

/+^ + Ä + .. = l + 2 + 3 + .. = r + * + «+.. 
f—r + g----8 + h — t + ,. = 

III. 3)ie S)etetminante be« ©pjlemS t)on n2 (Elementen l^at nl ©lie*» 
bet, ebenfooiel negatioe al« poRtioe. Sie l^eifet «ten ©tabe«, meil il&te 
©liebet $tobuIte vvn n galtoten finb, unb mitb butd& (Sinfd&luft be8 
©pftemiS jroifd^en Sinien obet butd& ba8 mit bem ©oppeljeid&en ± untet 
ein ©ummietunggjeid^en gefefete Slnfangäglieb bejeid&net: 



öll «12 • . «In 
«21 «22 • • «2n 

• • • . • 

«nl ^n2 • • «nn 



= ^ 4^ «11 «22 . . « 



nn 
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S)le S)eterminanteTi 

I «11 «12 . . flln 



I 



ttjxl an2 • • Ann 



«11 «21 . . flnl 
«12 ^22 . . ffn2 

«In ß2n . . «nn 



t)on ©pjiemen, in benen bie Seilen be8 einen mit ben Äolonnen be« 
anbetn ilbeteinjiinimen, jtnb t)ott einanber nid^t oerfd^ieben, weil fie 
bagfelbe 2lnfanfl8glieb l^aben, unb weil iebe« ©lieb ber einen in bet 
anbem mit bemfelben S^id^en uorlommt. 

S3eifpiele. I «n 0^2 v^. 

i «21 «22 ^ - ""^^ ''22 = «11 «22 - «12 «21 



a c 

c b 



= ab — c^ 



flj b^ Cj 
«2 *2 ^2 
^3 *3 ^3 : 



+ «3 *1 ^2 — «3 ^2 ^1 



a h g 
h b f 
9 f c 



= abc — aß — bg'^ — ch^ + 2fgh 



a b c 

a h g 

b h f 

c 9 f 



= ay^ + iV^ + c2A2 _ 2a6/^ — 2ac/Ä — 2bcgh 



2. SBenn im ©pftem ber Elemente jwei parattele Sfteil^en x)er^ 
tanid^t werben, fo wed^felt bie Determinante ba« 3^i^cn. SBenn im 
©pftem ber (Elemente groei parallele Sfteil^en einanber gleid^ finb, fo l&at 
bie Determinante ben SBert 0. 

SJewei». 3ft -R bie Determinante be« gegebenen ©pflentö, -R' bie 
Determinante be« ©pftema, ba« auiS bem gegebenen Spftem burd^ SSer«^ 
taufd^ung von }mei parallelen 9leil^en abgeleitet n)orben, alfo 

mo e' ben SQäert l ober — l |iat, je nad^bem gfh . . unb rst .. ^ßermu^ 
tationen berfelben Älaffe finb ober nid&t. 9lun finb gfh . . unb fgh . . 
^ermutationen nid^t berfelben Älaffe, folglid& ift e' «= — £, ä' = — ä. 
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aOBenn btc t)ertaufd&ten SReil&cn einanber gleid^ finb, fo ift ä' oott /? 
tti(§t Derfd^icben, alfo r = —-r b. I^. ä = bei beliebigen ©letnenten. 





«1 *1 ^1 




a 


1 ^1 ^1 






«2 ^2 "2 




h^ 


C, «1 




0^2 ^2 ^2 


— 


«2 ^2 *2 


. — — 


«1 *t '•l 




h 


Cj «2 




«3 ^3 ^ 




«3 ^3 *3 




«3 *3 «"a : 


*3 


«ä «3 


i « «1 


a a^ 








b b^ 
C C, 


b b^ 

C Cj 


— 












d d^ 


d d^ 













3» 3Benn man t)on bem ©Aftern ber n^ glemente w2 2^Htn an^^ 
njöl^lt unb x)on biefen ebenfomel Kolonnen, fo erl^ätt man ein partialei5 
©ppem von m'^ Elementen, beffen Determinante eine ©ubbeter*- 
minante wten ©tabe« für ba« gegebene Stiftern l^eifet. 6« giebt beten 

j für bie 3^tt^tt^"ßowtbination, alfo (M für baiS gegebene Softem, 

unb ebenfooiel ©ubbeterminanten (w — w)ten ®rabe^ (§. 25, 2). Sem" 
nad^ lommen bei bem gegebenen ©pftem in Setrad^t aufeer ber SDeter«- 
minante nten ©rabe« 

n2 ©ubbeterminanten (n — i)ten ®rabe^ 



n' 



©ubbeterminanten (n — 2)ten ©rabeg 



u. f. m. ©ubbeterminanten erpen ©rabe« finb bie einjelnen Elemente. 
S)ie Kombinationen t)on je m unter ben $Rummern l bi^S n, beren 

e« ^ = Tn giebt, werben beliebig numeriert, unb bie ju ber Utn 

Kombination ber S^iUn unb ber fcten Kombination ll^rer Äolonnen ge* 
l^örenbe ©ubbeterminante wirb burd^ pik bejei(^net. ©o bilbet man 

Pn . . pifi 



pfii • • Pfifi 

baiS ©pftem ber ©ubbeterminanten wten ®rabe^, meldte ju 
bem gegebenen ©pftem von Elementen gel^ören 

4* Qwü ©ubbeterminanten, beren @rabe fid^ ju n ergangen, 

2J + «af aßg . . unb eU + äfft aan . . 

I&eijsen abjungiert, eine bie Slbiunfte ber anbern, wenn baS ^probuft 
ber Elemente 

Sttitf (f'fig . . Oft Clan * • 
»olt^er. I. 7. «ufl. 10 
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ein ®Heb ber »etermlnante -S±a,, . . onn tfi (i). äbiunfliert ftnb j.». 

-^i^as •• ^nn Ultb ^iöfn ^722 

Sei n = 5 finb abiungiett 



«34 unb 



«11 «12 «15 «13 
«21 «22 «25 «23 
^41 «42 «45 «43 



«51 «52 «55 «53 

weil 3 1 1245 unb 4 j 1253 ^etmutationen berfelben Älaffe finb; 



«15 «12 

«35 «32 



unb 



«21 «23 «24 
«41 «43 «44 

«51 «r.3 «54 



weil 13 1 245 unb 52 1 134 ju berfelben Älaffe gel^ören. 

SBenn pik unb qa, abjiungierte ©ubbetetminanten finb, fo finb bie 
St)ftenie (3) 



i'ii 



p\f^ 



9i\ 



qxfi 



• » • 



• • • 



abjungierte ©^fteme t)on ©ubbetermtnanten ber gegebenen 
©t)flente. 3n8befonbere finb bie ©pfteme 



«11 . . «In 



«11 . . «li 



• • • 



a 



Dn 



«nl • • «nn Ctol • 

abiungiert, wenn burd^ «ik bie Slbjunfte be8 ©lementö an, b. 1^. bie x\)m 
abjungierte ©ubbeterniinante (n — i)ten ®rabe^ bejeid&net wirb. 

5* SDa« 5ßrobuft ber abjuntten 

Pik ?ik = -2* -h aa{ aßg . . . s2 + Oft ötffu . . 

l)at m\{n — m)\ ©lieber, weld^e ©lieber ber S)eternunante nten®rabei5 
Ji finb. 3)enn ba^ älnfangiSglieb be« ^Probuftö 

ift ein ©lieb t)on n (4). 3tad) aSertaufd^ung oon jroei erften 3tunimertt 
a, ß finb ßa . . QO . . unb fg.,tu.. 5ßermutationen nid^t berfelben 
Älaffe, alfo ift — apt ««g . . ein ©lieb t)on j»ik unb ba* ©lieb beiS 
5ßrobuft^ 

BOLßt Cba . . oft flffU • • 

ein ©lieb t)on i^, u. f. ro. 

®ie ©lieber pon i?, raeld^e bie Elemente flr«f, a/?g, . . entl^alten, 
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finb in ber gortncl a^f aßg . . 8l!± a^t «au . . tjeteiniflt S)te ©liebet 
bet Detetminante ^±a^^ . . ^55, tüeld&e ba^SIemettt «23 entl^Älten, 
finb in «23 -^±«12 ^ai «44 «55 tjereiniflt; bie ©liebet, toeld^e a^^ a^^ 
entl^alten, wetben butd^ «31 «i 4 -2" ± «22 «43 «55 au8cjebtftdtt 
6. SQBenn bem ©pftem 

a\i , . flfin 



beffen 5Detettninante ben 5!Bett R l^at, ba8 ©pftent 

«11 . . «In 



«nl . . «nn 

abjunfliett ift (4), fo l^at bie au8 jroei 3^^^^ (Äolonnen) bet beiben 
©pjieme j. 8. au8 bet «ten Seile (Äolonne) be« einen unb bet Wen 
Seile (Äolonne) be« anbetn ©tiftem^ butd^ fucceffit)e 3Jlultiplifation bet 
eiemente unb Slbbition bet ^tobufte fomponiette gotmel 

«il «kl + ^12 «k2 + . . + «in «kn 
«li «Ik + «2i «2k + . • + «ni «nk 

ben aBett 11 obet 0, je nad&bem i unb k gleid^ finb obet ungleid^. 

SB e weis. S)ie ©liebet bet SJetetminante entl^alten von bet «ten 
Seile (fiolonne) entwebet ba» ite ßlement, obet ba« 2te, obet ba8 3te, 
u, f. xo. (1). 9lun finb bie ©liebet bet ©etetminante, roeld^e bxuS 
(Clement «ik entl^alten, in bem ?ßtobuft aik«ik x)eteinigt (5). Sllfo 
umfaßt bie ©umnte 

an «ii + «12 «12 + . . obet «11 «11 + «2i «21 + . . 

alle ©liebet bet S)etetntinante R, jebeö einfad^. 3)a^et ift 

«kl «il + «k2 «12 + . . obet «Ik «11 + «2k «21 + . . 

bie 3)etetminante be^ S^ftem^, raeld&e^ auS bem gegebenen ©pftem 
hahvLtS) etl^alten mitb, bafe man bie «te Seile (Äolonne) butd^ bie Ht 
etfe|t S)ie Seilen (Kolonnen) biefe« ©t)ftem« finb nid^t aBe t)on ein< 
anbet t)etfd^ieben, alfo ift bie »etetminante biefe« Stiftern« nutt (2). 

Q2 CC «I «2 

unb ß ßi ß2 abiungtett finb, b. ^. 

r 7i 72 



»elfpiel. aSenn b b^ 

c c, 



"2 

^2 



« 



*1 i^ 



Co 



ß = 



7 = 



Cj 02 
«t «2 

«i ^2 



«. 



i^i 



7i 



62 b 

C2 c 
C2 c 

a^ « 
62 6 



«> i>. 



« 



2 



C (', 



^2 = 



72 



C C 



a (Zj 
10* 
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iDenn bie S)etetmtnante be« gegebenen ©^jlentS -ß ip, jo tfl 

aa + a,«! + a^a^ =/? aa + ft/9+c7 = /?U. f. n). 
öa + fc,a, + 5.>a2 = a^a H 6^/9 + c^y = 
ca + Cj«, + C2a2 = a.^a -\- b.^ß + c^y = 

7. aSenn alle Elemente einer 3fleil^e be^ gegebenen ©pftem^ null 
[inb, fo tft bie Determinante null. SBenn nur ein ©lement einer JRei^e 
nid^t null x% fo fallen bie ©lieber ber SJeterminante weg, weld^e jeneS 
eientent nid&t enthalten. 



flji a^2 «13 



a 



a.4 o d 



22 ^23 
32 %3 



flf 



11 



«22 ^3 

«32 ^33 



«U «12 ^13 ^14 • 

«22 ^23 ^4 • 

0« 





33 ^34 



«43 «44 



a 



a,j a22 



33 ^34 



«43 «44 



SBenn alle ©lemente einerfettg ber S)iagonale nuH finb, fo bleibt 
nur ba^ 3lnfangi8glieb ber Determinante übrig. 

Umgefe^rt f ann ein ©pftem ol^ne SSeränberung feiner Determinante 
mit einem Sftanb befe^t werben, ber auf ber verlängerten Diagonale 1, 
einerjeit« Skullen, anbrerfeitiS beliebige Elemente entl^ält. 



a a 
h h' 




1 

X a d 




1 t u 
a d 




a d V 
b b' w 




y b b' 




b b' 




1 



8* SBenn man alle ©lemente einer SRei^e be« ©pftenus mit einer 
3a]^l multipliciert, fo wirb bie Determinante be§ ©pjiem^ mit berfelben 
3a^l multipliciert. Dabei gel^t (6) 



a 



ik «ik 



+ «2k «2k + . . Über in pa^^ «^^ + pa^^ ««k + • • 



alfo R in pR. 3. SB. 



pa^ «2 « 


3 






p«l 


pa^ pa^ 




Ph h h 




*1 h *3 


— P 


P^\ ^2 ^3 


C\ H ^z 




a a 




— a a 




b b' 




b b' 




\^ a pa d 




a a d 




b pb b' 


p 


b b b' '. 




c 


I 


pc 


1 

c 






1 


c c 


c 



«1 «2 ^3 

*i h h 

Cj C2 C3 



a a 

b' b 



= 



§. 26. Determinante eined ©^ftemd von 3<t^^^n. 
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SBenn bie ©lemcnte einer Sftetl^e ju einanber fid^ oerl&alten, wie ble 
©lemente einer parallelen SReil^e, fo ifi bie 3)etemilnante nutt (2). 

9» 2Benn bie ©lemente einer SHell^e polpnomifci^ finb, fo ift bie 
Determinante be« ©pftem^ bie Summe mel^rerer 2)eterminanten. 

Pi + 9i + n 

P2 + ^2 + ^2 



a 



a 



12 
22 



• • • 





Pl «12 • 




ül «12 • 




*'l «12 • 




P2 «22 • 


+ 


92 «22 • 




^2 «22 • 




• • 




• • 




• • 



R = a^^ «1^ + a^k a^^ 



S)enn unter ber aSorau^fefeung a^^ = j9j -]- g'j + r. ^at man 

= Pi^lk + P2^2k + ' '+ ^l«lk + ^2«2k + • • + ^l«lk + ''««2k + • • 

SBenn man ju ben Elementen einer Siolonne (Seile) bie Elemente 
einer anbern mit einer beliebigen S^^l multipUcierten Äolonne iä^xlt) 
ber Sleil^e nad& abbiert, fo bleibt bie Determinante unt)eränbert. 



a a^ 
b h 



c c* 



<h 




a -\- pa^ aj «2 


1 


/'«l «1 «2 


h 




h + pb^ 6j ^2 


weil 


pb^ bi b^ 


«••2 




c + pCx Cj c^ 




pc^ Ci c^ 



= 



Daljer ifi 



X 



1 



X 



yi —y 



a^ b^ Cj 








a^x + b^y + c^-s 


h ^1 


«2 ^2 ^ 


X = 


aja: + b^y + Cj^? ^2 H 


«3 ^3 ^3 




«3^ + ^3^ + ^3^ *3 ^ 


»X-o ' X 

Vi y 






1 

X 

y 




Xy X Xn X 

Vi y Vi y 





1 1 1 

X X* Xn 

y y\ yi 



10- Der ©afe (6) gilt in gleid^er SBeife für bie abjungierten 
©ijfteme (4) 



Pii • • Ph 



1\\ ' • % 



PlA • • Pi^v^ V • • ^i^f. 

Die au^ jroei feilen (Äolonnen) ber beiben ©^fteme fomponierte ^^ormel 

-i^ii^'ki "I ^12 5k? + • • + Pif.9\f, 

Pli^Wi + ^2i9'2k + • • + ^^ V 

l&at ben SBert R ober 0, je nad^bem i unb k gleid^ finb ober ungleid&. 

SBemei«. Die ©lieber ber Determinante R enthalten oon ber 
iten S^tlen^Äomblnation bie ©lemente entmeber ber iten Äolonnen- 
Kombination, ober ber 2ten, ober ber Sten, u. f. n). 5Run finb bie 
©lieber oon R, meldte bie ©ubbeterminante p^^ entl;alten, in bem 
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5ßrobttlt ^jh^ih ^^telnigt (5). Slfo umfaßt bie ©umme 

^ii 5'ii + P 12^12 + • • ober p^^qn + p^.q^ + . . 
alle ©lieber ber ©eterminante, jebe^ einf ad^. ©al^^r iji p^^^ s^ij + p^g q^ 

+ . . bie S)etemüttattte beS ©^ftemiS, toeld&e^ au8 bem geflebenen ©pficm 
baburd^ erl^alten wirb, bafe tnan bie tte S^ü^ti^Sombination burd^ bie 
kit erfe|t S)ie 3^tlen biefe^ ©gftem^ finb nid^t alle tjoneinanber üer*» 
fd&ieben, alfo ift bie S)eterniinante beSfelben null. 3. SB. 



a« 



«2 ^3 



a> 



*i ^2 ^s * 

C| C2 C3 c 

dfj d^ cL^ d 



wenn 12 | 34 = 



12 I 34 + 23 I 14 + 31 i 24 

+ 34 I 12 + 14 I 23 + 24 I 31 



61 5. 



(h d. 



u. f. ro. 



rti 



a. 



= 12 I 345 + 23 I 145 
+ 13 I 425 + 24 I 315 

25 I 134 



+ 34 
+ 35 



125 
142 



+ 45 I 123 



+ 14 I 235 
+ 15 I 243 



wenn 12 I 345 = 






C3 C4 Cj 

do dl d. 



U. f. tt). 



11* SGBenn bie Determinante be« geflebenen ©pftemä nutt ift, fo 
t)er^alten fid^ bie Slbiunften einer 3^tt^ (Äolonne) ju einanber ber Sfteil^e 
nac^ u)ie bie Slbiunften einer anbem 3^ile (Äolonne). 

Sero eis. 5Die Teterminanten ber @t)ftenie 

a h c d a b c 



a 



1 ^1 *-! 



d. 



a 



i ''i ^t 



CKo bn Ci) d.) 



CL2 ^2 



Co 



«3 *3 C3 ä?3 

werben burdö {abcd), (abc) bejei(|net, in bem erfien Softem l&at boS 
eiement a bie 3lbiunlte a, u. f. w. 3)ann ift 

{acd)a ~\ (bcd)ß = (aa + bß, c d) nad^ (9) 

= {aa + bß + c/ + öfrf, c ci) 
9lun ift aa + bß-\- cy [ rfrf = {abal), a^a + ^»i/? + c,y + rf,(f = 0, 
U. f. W. (6), folglid^ (7) 



unb ebenfo 



facd)a -1- (bcd)ß = (abcd) 



{acd)a^ + ibcd)ßi = {ab cd) 



^2 ^2 



^2 "2 
C (2^ 



i 
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Uttter bet SJorauÄfefeung (obcd) = o unb (acd) ttld&t ttutt Iji bemnad^ 

I « ß 



cc: ß == ccii ßi a:a, = ß: ß, ^ 



= 



jo bafe für ba« ©pftem bet äbiunften alle S)eterminanten jweiten unb 
l^ö^em ©rabe« null finb. 

12. 3lu8 ben fleßebenen (reftattgulären ober quabratifd^en) ©gjlemen 

«11 • • «In ^l • • ^n 

«21 • • «2n ^21 • • hn 



• ••• •••• 



werbe ba* ©^flem t)Ott m^ polrinomifd^en ©lementen 



^11 • • ^Im 



• • • • 



^ml • • ^mm 



fonipotttert, unb jroar c.^ au8 ber «ten 3^^^ ^^^ ^^ft^« ©pftem« unb 
au« ber fctert 3^U^ be« petten burd^ iuccefftt)e SWultipliJatiott ber 
eiemente unb abbitiott ber 5ßrobufte, alfo: 

^ik = «il^kl + • • + «in^ku = -^«it^t (^ = ^' 2, . ,, n) 

I. 3)te S)eterminattte be« lontponierten ©rijiem« l^at ba« 
Slttfattflgfllieb 

^11^22^38 • • == -^«It^lt -^«2a^2u -^ «St^t ' * 

t a T 

= ^ K«2a«8y • ' ^t ^2u^v * 
tuv . . 

eine Summe, bereu ©lieber entfielen, wal^renb ^ u, r, . . bie SRum* 
mern l btö w burd&laufett. 

2lu« bem SlnfanflSglieb entftel&n bie übrigen ©lieber ber S)etermi= 
nante, xotnn bie jweiten 3flummern ber c permutiert werben (l). 2)iefen 
5ßermutationen entfpred&en biefelben ^Permutationen ber erjien 9lum* 
mern ber b^ unb man finbet bei unt)eränberten t, u, v, ., atte ©lieber 
ber S)eterminante -S ± *,t^2a^3v • • ^i* ^^^ gemeinfd^aftlid&en gaftor 

«itSa«3v • • • ^l^ö ift 

^± ^11^22^33 • • = -2; («i.ag^ag^ . . ^± ^t^2a^8y • ') 

tuv . . 

aSSenn t, u, v, .. nid&t äße t)erfd&ieben finb, fo ift U ± b^^b^b^^ . . = 0. 

3)al&er erplt man alle ©lieber ber Summe, inbem man für <uv . . 
ie m t)erfd^iebene SRummern ber Sfteil^e l bi« n feftt. 

n. aoSenn w < n unb wenn man anftatt einer beftimmten Äom^ 
bination tuv . . beren 5ßermutattonen fefet, fo l^at ^±b^^b^^b^^ . . 

ben aBert Q ober ben aBert — Q (2). S)a^er liefern bie entfpred^en^ 
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ben ©lieber ber ju bilbenben ©umme alle ©lieber ber 3)etermittantc 
-^i^u^2a«3y ' ' ^^^ ^^^ Qtmm\6)a^Üiä)tn gaftor Q. golglid^ ift 

-S" ± Cji Cjß C33 . . = 2; (^±a^^a^^a^^ . . i:±b^^b^^b^^ . .) 

eine ©umme, beren ©lieber baburd^ gebilbet werben, bafe man für fuv . . 
alle Kombinationen oon m t^erfd^iebenen Slummem ber Sfteil^e 1 bi^ n 
je|t ®{e Determinante be^ fomponierten ©^ftemg ift bemnad^ bie 

©umme t>on (j ?Probuften entfpred^enber S)eterminanten wten ©rabe^ 

ber beiben gegebenen ©pfteme. 

IIL SBenn m = n, fo fann man für «uv . . nur 123 . . fefeen 
unb finbet 

S)ie Determinante be5 lomponierten ©pfiem^ ift ia& ^Probuft ber Deter* 
minanten ber beiben gegebenen ©pfteme. 

IV. SSBenn m > n, fo finb alle ©lieber ber ©umme 

tuv . . 

null, alfo ift bie Determinante be^ fomponierten ©pftemS nuU. 
Seifpiel. Die Determinante beä au8 ben ©tiftemen 



«1 



'2 ^2 



fomponierten ©pftem^ 

«2/1 ~1~ *2^i + ^2^1 

wirb bejeid^net burdfi 



' eil 



bi c^ 



«2 h ^ 



A 9\ K 
h 9i ^2 

«1/2 + ^\9i + ^t h 
«2/2 r ^2^2 + ^2^2 



/i 9[ ^1 
/2 9i h 



unb aufgelöft in bie Summe ber ^robutte 



a^ b 
a.) bc 



1 



/i 9i 
h 9i 



a 



1 ^1 



«2 H 



/i h 



+ 



^2 H 



9\ Ä, 
^2 ^^ 



a 



Die Determinante beg au^ ben ©pftemen 

«i *i ^1 f\ 9\ K 

2 h ^2 ^2 ^2 '''2 

^3 ^3 /3 ^3 ^3 

fomponierten ©^ftem^ 

«1 /i + *i^i + <^\ K «1/2 + *i ^2 + ^1 ^2 

^/i + ^2^1 + ^2^1 «2/2 + ^2^2 + ^2^2 

«j/l + *3^1 + ^3^'l «3/2 + ^3 5^2 r ^3^2 



«1/3 + K9^ + ^ih 
<h.h + ^2^3 + H^% 

<hfz + ^3^3 + ^-3^3 



§. 26. Determinante eineg @9ftem3 oon g^^^^^^* 
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tft ba« ^robuft 



«l *1 ^1 




/l ^1 ^I 


«2 ^2 ^2 




/2 ^2 ^2 


! 0^3 ^3 C3 




/3 ^3 ^3 



5Dic ^Determinante beiS ani ben ©gflemen 

/i 5^1 ^1 

• • • 

A 9\ K 



«i ^i c, 



• • 



«4 ^ «'i 

!omponierten ©^jieni« 



• • • • 



«4/1 + *4 ^1 + H K 

wirb ebenfall« bejeid^net butdö 



«j/4 + ^^4 + ^1^4 

• • • • • • 

«4/4 + *4^4 + ^4^4 



«I 


*l 


C| 


• 


* 


• 


«4 


*4 


^4 



/l ^! Äj 



• • 



/* 9i h 

Sie tfl null unb in ber X^at nid^t perfd^ieben t)on 

/l 5^1 Äi 



ai 61 ci dft 




• • • • 

«4 *4 C4 ^4 





• • 



fi 9i K 



= 



13* SEBenn bent ©pfiem a^j . . a^^, weld^e« bie Setenninante 

R ]&at, ba« @9fiem a^, . . o^^ abiungiert ift (4), fo tjerl^alten fid& bie 

@u6beterminanten beSfelben @rabe« beiS ©pfteniiS a }u einanber, tt)ie 
bie 3(biunften ber entfpred&enben ©ubbeterminanten be« Softem« a. 

SeweijS. S)er ©ubbetetminante mten ©rabe« 2±a^^a^^ . . fei 
bie ©ubbetetminante (n — m)ten ©rabe« -S'+a^^«,^ . . abiungiert, 
raeld&et bie ©ubbetetminante -S+a,^«,^ . • be«©9jienrö a entfptid^t 
2lu« ben ©tiftemen t)on je n^ ©lementen 



«H«tt • 


• «fa «fv • • 


«glV • 


• «g- V • • 


t) . 


.10.. 


. 

• • • 


.01.. 






ri rk 
■i «k 






ru rv 

. a a 

8U ST 



merbe ba« ©^ftem üon n^ (Elementen c^^ . . c^^ fomponiett (12). S)ann 
^at in ben m etjien Kolonnen c^^ ben SOäett ä obet 0, je nad^bem i 
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unb k g}jd^ finb ober ungletdb (6). S)te folgenben Kolonnen ftnb wn 
ben entfptet^enben Kolonnen bti stDeiten ©ofiemiS nid^t Derfd^ieben. 2)ad 
$robu{t bet 3)etermmanten ber beiben @9fteme ift bie S)etenninante 
be^ foniponierten ©^PemS (12, III). S)a^ erfie ©pfiem l^at ttad& ©trei«* 
d^UTtfl ber 3lättber mit ber ©pifee 1 bie Deterramante JS ± a^a^^ . . (7). 

3)0* jtoeite ©pftem ^at bie ©eterminante R (5). S)ad tomponierte 
©pftem ^at nad^ ©treid^ung ber SRänber mit ber ©pi|e R bie S)eter= 
tninante ä" 2;± a^^a,^ . . (7). aifo ift 



adj a,j adj a^ . | | «r^. «^^^ . 

! I 

I . . I 

3n*befonbere iji -^±«ii • • «„n = ^°"^- äBenn -S'+an . . agg= /?, 

fo ift ^ ± cc^icc^a^ : -2'± a^^flgg = Ä^ U. f. XD. 

©erfelbe ©a| gilt auf Srunb von (10) für bie ©ubbeterwinanten 
be^felben ©rabe« ber abiungterten ©pjieme /?t i • • Pf^/^ ^^^ Qw -- ^/^/^ 

§. 27. ^robufte unb ^otenjen t)on ^olpnonticn. 

(aeid §. 92.) 

1* 3)ai8 ^Probuft {a^ + a:)(a2 + x) . . (an + oo) giebt ettttDidtelt 
eine ©umme t)on 2" ©liebern. ®a« 3lnfang8glieb ift ha& Sßrobutt 
aller erften ©lieber ber SBinomien a^a^ . . «n ; ba« ©d^lufeglieb ifl ba& 
^robuft aller jweiten ©lieber x\ 3)ie ©lieber be2 5JJrobu!t«, weld^e 
ben gaftor x^ gemein i^aben, entftel^en burd& 9Jlultiplifation r>on je 
n —-k erften ©liebern ber Sinomien unb ben jweiten ©liebem ber 
übrigen SBinomien. 3)er ©oefpcient von x^ ift bemnad& bie ©umme 
ber 5ßrobufte t)on je n — fc t)erjd^iebenen ©röfeen au« ber gleite 
ai, a^, . ., an. Um biefeu Soefftcietiten ju bered&nen, bilbet man bie 
Kombinationen (n — fc)ten ©rabe« ber ©lemente a^, a^, . ., an. 3- ®- 

{a + x)(b + x){c + x){d + x) = a*cc?+(a5c + afte?+ acd[ + icrf)a: 
+ (a6H-ac + a£? + 6c + ftd[+crf)a:2+(a + 6 + c-l-rf)a;3 + a;4 

aOBenn in«befonbere alle ©lieber «j, aj, .., «a einanber gleid^ 
finb unb ben SBert a l^aben, fo ift ber ©oefficient üon aP^ bie ©umme 

oon ( ^ ,j ©liebem, beren jebe« ben SOSert a^-^ i^at 2)a aber 



^n-fc)= (fc) ^''*' ^"^ erplt man 
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wie §. 23 au» anbern ^ränbcn enttüidelt worbett ift. 

3* 3)ie 5ßotenj (a + ft + c + . .)'' giebt entrütcfelt eine ©umme 
oott ©liebern, bie je n gaftoten aus ber SReil^e a, b, c, ,, enthalten 
unb aitö bet allgemeinen gotmel 

baburd^ l^ert)orgel^en, bafe a, ß, y, . . . auf äße ttiögli(3&e Sitten gleid^e 
ober ungleid^e SBerte von o btä n erhalten, beren ©untme iebeSmal 
n beträgt*). 

SeTOeiS. SKuÄ ber SReil^e ber w 5Polpnomien a + b + c + . . 
wd^le man «, um avi& tl^ren erften ©liebern a« ju bilben. 2lu8 ben 
übrigen n — a ^ßolpnomien roäl^le man ß, um an^ i^ren igelten ®lie^ 
bern ^ iu bilben. 2luS ben übrigen n — a — ß ^ol^nomien mäl^le 
man /, um auS il^ren brüten ©liebem a^ ju bilben, u. f. f. SBenn 
man ba« ^probult a'^bf^c^ . . auf alle möglid^e 2lrten gebilbet l&at, fo 
l^at man alle ©lieber ber gefud^ten ^ßotenj. 

SWan fann aber «« auf (^ j t)erf(^iebene Slrten bilben, meil eS 

fot)iel Kombinationen «ten ©rabeS ber w ^olpnomien giebt 9Kan fann 

bann ebenfo b(^ auf (^ T ^) tJerfd^iebeneSlrten, bann <^ auf (^'^^''P\ 

t)erfd^iebene 3lrten, u. f. m. bilben. 3Kan lann folgli(ä6 a^b^ auf 

Derfd^iebene Slrten, u. f. m. bilben. ®a^er erl^ält baS ©lieb ««ä/^c^ . . 
ben Soefficienten 

\a)\ ß )\ 7 ; • • ~ a\ ßl yl . . 

b. t. bie .Slnjal^l ber ^ermutationen von n ©lementen, beren « ben 
aBert a, ß ben SSBert b, y ben SBert c, . . l^aben (§. 25, 4). 

Seifpiel. ^tnn n = 4, fo ftnb folgenbe Kombinationen ber 
©fponenten möglid^: 

4 3 1 2 11 1111 
2 2 



*) Sci5nia an gol^. »crnouöi 1695 2Kai A- ^wgl. Älügel matfi. SB. 8 
p. 832, 



156 allgemeine ^vit^tnetil. 

3Ran bilbe nun bic Kombinationen iten bi^ 4ten ßJtabe^ ber eie*» 
mente a, b, c, . . unb nel^me bie Elemente 
in ieber Kombination Iten ©tabe« mit bem Exponenten 4 
in jeber Kombination 2ten ©rabe^ ber Sfleil^e naä) mit ben Exponenten 

3, 1 1, 3 2, 2 

in ieber Kombination 3ten ©rabe^^^it ben Exponenten 

2, h 1 1, 2, 1 1, 1, 2 

in jeber Kombination 4ten ©rabe^ mit bem Exponenten 1. 

®ie ©lieber a*, . . erl^alten ben Eoefficienten / ' ' = i 
S)ic ©liebet aH, ab\ . . etJ^oIten ben ßoefficienten \'^-\'^ = 4 
S)ie ©lieber a^b\ .. erhalten ben ©oefficienten Iq-^J = 6 

S)ie ©liebet a^bc, ab^c, . . erhalten ben eoefficienten ^'^'^'^ = 12 

S)ie ©lieber abcd, . . erl^alten ben Eoefficienten 1.2.3.4 = 24 
SBerben bie Summen biefer ©lieber ber 9lei^e nad^ burd^ 

^a^ UaH, 2:aH\ :Sa^bc, Habcd 

unb ba^ ^ßolpnomium « + 6 + c + . . bur(^ F be^eiiä^net, fo ift 

P4 = l^a* + 4ImH + QUaH^ + 12 J;a2^c + 2A2!abcd 

Slnalog l^at man 

P3 = Ua^ + 32;a25 + 62;a*c, U. f. XO. 

Um bei ber ^potenjierung mit 6 j. 33. Ua^b^c barjuftellen, bilbet 
man bie Kombinationen 3ten ©rabe^ ber Elemente a, b, c, . . unb 
giebt ben Elementen ber ei«jelnen Äomplexionen ber Sleü^e na(§ bie 
Exponenten 

3, 2, 1 3, 1, 2 2, 3, 1 u. f. f. 

3* Um bie $otenj («o + «i^ + «2^^ + • •)'' iit eine Summe 
oon ©liebem nad& ber Sleil&e ber barin oorfommenben ^otenjen mn x 
georbnet ju entmideln, bilbet man bie Kombinationen nten ©rabeg ber 

Elemente «o» ^u «2f • -r ^^^^^ 1^^^* ^w<^l g^Mt werben fann, fo 
bafe bie Summen ber SnbiceS in ben einjelnen Kombinationen ber Sfteii^e 
naid^ bie SBerte 0, 1, 2, . . I^aben. SBenn eine Kombination m& a 
Elementen «o f ß Elementen a^ , y Elementen a.^, . . befielt unb bie 
Summe ber n ^nbice^ a.O + ß.\ + y ,2 + ,. = k, fo ift (2) 
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ein ©lieb bet gefucä^ten Steil^e, roeld^eS x^ entl^ält, weil 

3Kan finbet aUe ©lieber, in benen x^ t)or!onimt, wenn man bie 8a\j\ 
k ou« w unflleid^en ober gleichen 3nbice8 ber ©lieber beiS ^ßolpnomlum 
0, 1, 2, .. auffalle t)erfd6iebenen 2lrten jufammenfe^t*). 3- ®- fö^ 
n = 5 fann man bie ©jponenten t)on a? auf folgenbe 2lrten sufam-^ 
menfefeen: 



au^ 


6 au« 6 


1 au^ 1 


15 


2 au« 2 


2 4 


11 


3 3 


3 au« 3 


114 


12 


12 3 


111 


2 2 2 


4 au« 4 


1113 


13 


112 2 


2 2 


11112 


112 


7 au« 7 


1111 


u. f. xo. 


5 au« 5 




14 




2 3 




113 




12 2 




1112 




11111 




3ft r, s, t, u, V eine biefer Äomplejionen, fo l^at ba« ©lieb 


«r ög at «u ^T 


^r+«+t+u+v 


ben ©oefficienten l, wenn 5 glei(ä^e 


Snbice« Dorl^anben ftnb, 


•• ^ 5, ^ 4 *» 





^ «^ 20, ^ 3 «^ 





" 60, ^ 2 ^ 





30, ^ 2U.2*» 





10, *• 2U.3-' 





" ^ 120, wenn alle Snbice« oerfd^ieben ftnb. 



*) SRoiorc Philos. Trans. 1697, p. 619. ©ine re!urrcntc ©nttoidelung finbet 
man Bei @u(et Introd. I. §. 76. üBer bie Stnsal^Ien ber möglid^en @(ieberungen 
einer gegebenen 3'^'^'^ ^^^ fCeinern Qaf^ltn l^at @uler Introd. I. c. 16 n)eitere Unter« 
fuc^ungen angefteUt. 
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Hlgoulin » 


it^mtHI. 


Sie fltludite Wm W bemnoiS; 




«.' + 5",' «,« + 5a,' a, 


i' + Sa,'a, 1 I 


10o„' <., » 


1 200,»«, o, 1 




lOoo'o," i 


+ 5a.<a, 


'=' + 5..«.. 


X» -1- 5..'». _ 


20ao'a,Oj 


20",'o,o, 


20«.'«i«s 


10a,>Oj» 


20flo^«i"3 


20«„'a,o, 


30«,'O|'a, 


ao.,'«,'«, 


10«.'«,' 


500"! ' 


3(K'a, »,' 


SOa,^ «1 '«4 


2llaaa,-Ui 


60oo*a,02rt3 




lOflo**;* 




2000 o, ^ «3 






30a,», "o,' 



4. Benn raon in bet aiet^e ber ©röfien «, , a^, .., a„ jcbe 
®rö6e »on ollen folgenben (ubtra^lert, fo crpit man f "] Sifferensen, 
beren Jprobutt rt(& «uf eine ffiefermtnante tebudert, nämli*'). 

(^, - «i) 



ön — a,; 



Seroei«. ©inb i, (• beliebige 3a^len au« ber Steige 1, 2, . ., n, 
unb jiDor i < k; ift /" ba« gefuc^te ^obuft, a ba& ijJiobuft bet 
3)tffetenjen, meiere bie @töBen «i unb a^ nid^t enthalten, B boS 
^tobuh bet ^iffereniten, niel^e bie ©rüge ai, ober nic^it a^ enthalten, 
'S baS $robuCt bei ^iffecenjen, roel^e bie @tö&e a^, abn nicgt ai 
entfjalten, fo ifl /* = CiRS(_<ii — o,), Sffienn nun a-, mit a^ wr- 
toujc^t mirb, (o bleibt Q, unoeränbett; SS bleibt unoetänbett, weil 
baS ^tobult jebes spoareS (oh — ai)(ah — ai) ober (ai — oh)(ab ~ «k) 
ober (ai — oh)(ak — ab) unöcrönbett bleibt; a^ — ai a6et erhall 
ben entgegengefelten aBett; bemnac^ erpit P ben entgegcngefelten 
aBett. 

I P fommt isunäd&ft al« ^tobutt oHet SiHnuenben baS ®tieb 
tt, ^ . . Ob"-! Dor. gernet tommt jebe« ©lieb, rocli!^ auß 
«3 ^ . . aa"-' burc& Sßertaufc^ung ber ^nblceä ftc^ bilben lä^, 
obutt aQer Winuenben in einem ^lobullt oor, haß ben äSert 
: —P liat, je nad&bem bie Sßerrautation bet Sfnbice» ju ben 



iU(§9ä Sef|t(a|. BeiflI. beö Sßeif. Drtetm. §. lU. 
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geraben ober ungerabeit 5{Jermutattortett geptt S)al^et umfafet P alle 
©lieber, welche au^ a^^a^^a^^ . . arj"-^ burd^ SSertaufd^utig ber Snbice« 
abgeleitet werben föntten, unb jtüar pofttit) ober negatio, je nad^bem 
bie ^ßermutationett ber SnbiceS gerabe ober ungerabe finb; mitl^in 
etttl^äU P alle ©lieber ber obigen Determinante (§. 26, l). 

Äein ©lieb oon P tnü)ält eine ber ©rö^en a^, «2* • • i^ pi&erer 
alÄ (n — i)ter ^potenj, weil jebe ber ©röfeen in n — 1 ©ifferenjen 
t)orfontmt. S)ie ©lieber t)on P, worin irgenb jroei ber ©röfeen gleid&e 
©fponenten ^aben, finb paarweife entgegengefefet gleid^. SEBenn j. SB. 
flh" «i^ «k^ . . ein ©lieb t)on P bebeutet, fo ift oi« ah^ ak^ , , ein 
©lieb oon — P, unb — ai« «h^ a),r . . ein ©lieb oon P. 3)ie 
©lieber ah« (h^ a^^ . . unb — ai« ah^ «k^ . . finb entgegengefe|t gleid^, 
wenn a == ß, S)al^er bleiben in P nur bie ©lieber ber obigen SDeter«* 
minante übrig. 

SSon aßen 24'' ("■^> ©liebern beä 5ßrobuft« bleiben bemnad^ nur bie 
l.2...n ©lieber ber Determinante übrig, alfo 1.2.3 jlatt 2^ 
1.2.3.4 ftatt 2% 1.2.3.4.5 ftatt 2^^ u. f. f. 

3n bem einfad^ften gaUe ift 

{b — a)(c — a){c — b) = 
= aft^ — a'^b + bc^ — b'^c -\- ca'^ — c-a 

folglid^ aud& 

ab be ca 

1 = T. z^rr. r\ + n ■^:r r + 



1 


(7 


a^ 


1 


b 


i2 


1 


C 


c2 



(c — a){c — b) {a — b){a — c) (b — a){b — c) 



§. 28. figurierte ßal^len unb aritl^mctifci^e 

^rogreffionen. 

(eeid §§• 93. 81. 82.) 

1* Die gormel /^^ + ^ "" \ xotXi^t atö ©inomialcoefficient, fo 

wie al* änjal^l t)on Kombinationen ober ^ermutationen in S3etrad^t 
gejogen roorben ift (§. 23 unb 25), l^eifet aud& bie nte figurierte 
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Sal^l mtet Dtbnung*). SMe SReil^e ber figuttetten &oi)hn mter 
Drbnung ift bernnad^ 

/m\ ha + 1\ im + 2\ im -\- n — 1\ 
\m) \ m ) \ in / ' \ m ) ' ' 

S)ic etfte figurierte 3öi&l jeber Drbnung ift 1. S)ie figurierten 
Sai^lett erfter Drbnung finb bie natürlid^en S^^len. S)ie nte figurierte 
Sal^l wzter Drbnung erfd^einl ate ©untnte ber (n — i)ten figurierten 
3^1 ^^ ^ten Drbnung unb ber wten figurierten 3ä1&1 ber (m — i)ten 
Drbnung, ober al8 Summe ber erften n figurierten S^l^len (w — i)ter 
Drbnung, meil (§. 25, 5) 






'm + « — 1 \ fm -{■ n — 2\ (m -{■ n — 2' 

m ) V m ) \ m — 1 



_fm-l\ ( m \ /m+l\ /,n + n~2N 

SDie Summen ber erften l, 2, 3, . . natürlid&en 3^^^^^ P^^ ^^^ f^fl^^ 
rierten 3^^^^^ smeiter Drbnung; bie Summen ber erjien l, 2, 3, . . 
figurierten ^oü^ltn jmeiter Drbnung finb bie figurierten 3^'^!^^ britter 
Drbnung, u. f. m., meil 



1 + 2+3+.. + n 



'n + 1 
2 



^(^(^•■+cr)-cr) 

u. f. m. S)emnad^ finb bie figurierten ^(äihxi ber erjien Drbnungen 
folgenbe: 

12 3 4 5 6 7 . . 

13 6 10 15 21 28 . . 
1 4 10 20 35 56 84 . . 
1 5 15 35 70 126 210 . . 



fc^vettenbe Summierung wirb ber ^^tl^agoreifc^en @d^ule ^ugefd^rieben. ^ie älteften 
9(BBanb(ungen über biefelBen finb oon^^icomad^uS Arithm. U unb S)iopl^antug 
verfaßt, über xotKSiz 9^ef feimann ^efd^. b. Algebra p. 201 unb 462 99erid^t er- 
ftattet. WX ^uffuc^ung cmgemeiner gormeln ber jtaurierten ^a^tn l^aben im lOten 
unb 17ten 3al^rl|. fidj befdläftigt SÄauroI^cuS Arithm. I (1575), S3en8 Manu- 
ductio ad numerum geometricum Ulm 1621, ^aul^aber u. a. SSergl. iläftner 
©efd^. b. änatl^. 8 p. 120. ^ie ^arfteUung einer figurierten ^a\^l bur$ bie üno^ 
tienten »on ?Probuften fotgenber Qa^Ien ift üon Sermat (örtef an Slooerüal 1636 
$»00. 4) entbeÄt worben, balb barauf aud^ ron $aSca( (Traite des ordres nume- 
riques. Oeuvres ed. Lahure II p. 440). 
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Slnttierfung. I. S)ie figutiertett 3<^^l^tt jtoettet Drbttung toetben 
ZxxQonalia^Uxif bte ftgurierten ^a\)Un brittet Drbnung 2;etta* 
ebraljal&lett (bteifeittge ^Ppramibaljal^Icn) genannt, fo bafe bie nte 
figurierte 3<^^l sweiter Drbnung ba^ ©reied ber Qai^l n, bie nte figu=» 
rierte Qaf)l britter Drbnung ba^ SCetraeber ber 3^'^'^ ^ ^^^fet. S)le 
(Sinl^^tten ber nten SCrigonaljal^l fönnen nämlid^ in parallele 3^tlen ju 
einem SJreied jufammengeftellt werben, beffen ©eiten je n ginl^eiten 
entl^alten. S)ie (Sinl^eiten ber nten 2;etraebraljal^l fönnen in parallele 
ä^nlid^ SJretede ju einem Stetraeber jufammengefteHt werben, beffen 
fi'anten je n ©inl^eiten entl^alten. S)ie figurierten 3^^^^^ l^ö^erer Drb* 
nungen finb auf fold^e SBeife nic^t fonftruierbar. 

II. SSei aU^n x ift 

SBenn man betberfeit« nac^ ^ßotenjen t)on x entroidelt, fo l^aben gleid^e 
5Potenjen glei(ä^e ßoefficienten. SKlfo ift, mie oben, 

l+2+..+ n-l=(r 

i + @ + .. + ("7')-©,M... 

in. S)ie figurierten 3^^!^^ (^ — l)t^^ Drbnung treten auf al8 
©oefficienten ber ^potenjreil^e t)on x, roeld^e, xotxin fie Iont)ergent ift, 

ben SBert jt-^-^ ^at (§. 32). "S^im 

\\ X) 

(1 - «)- - 1 - (""j")« + (~ ")x< - . . , 

3... » - (- «) = (J), (- ») ^ ^ . =:^ _ (- + '), 

u. f. n)., folglid^ 



(1 —)-»=!+(!;>+("+>+('' 



+ ^^v» + . . 



= ^+(„^.>+(:+;y+(:i>'+-- 

2* Jffienn man bie figurierten S^^Un wter Drbnung ber SReil^e 
nad^ mit ben ©liebern ber geometrifc^en ^progreffion 1, v, v^, v^, . . 
multipliciert, fo erl^ält man eine Steige t)on ©liebem, beren Summe .-m 
fid^ burd^ bie au^ figurierten 3<»Wen {m — l)ter Drbnung auf biefelbe 
Slrt gebilbete Summe 5^.1 au^brüden Idfet. Slu8 ben Steigen 

«ol^er. I. 7. aufl. 11 
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ungemeine Strit^metil. 



8 



m 



-(:)+("■:>+■•+( 



m -j- n — 1' 



V 



n-l 



m 

— 2^ 



vs 



m' 



::>+-+c+rv+r+rv 



etgiebt fid^, weil 



^fc + r 



m 






..-i)^'*^^)' 



(1 — V)5m = «m-1 — (^ ^ jt?«' 

ittbem man bie ©utrnne «m-i au^ ^m burd& ©miebttfluitfl t)on m um l 
bilbet aSergl §. 22, 2. ©efet man bemnad^ 

5j = 1 + 2r + 3t?2 + . . + nt?«^-! 

u. f. tüv fo flnbet man 

(1 — r)5Q = 1 — t?'' 
(1 — v)8^ = Sq — nt?" 

(1 - t,)., = ,, - (^ + ^V- 



u. f. tt)., folglid^ j. S3. 

(1 — v^S^ = 1 — 1;' 



1 + n(l — v) + 



^n+ 1 



)(1 - ^y 



3. SSBenn matt bie figutietteti Qai)Un 

'm + k—l\ /m + k — i\ fm + k — 1\ 

bet Sfteil&e tiad^ mit bert gegebettett 2oi)ltn a, b, c, . . muUipliciert utib 
bie ^probulte abbiert, fo erl^ält matt bie figurierte 3<i^l i«i tceitertt 
©ittne 

^- = i m ) + '[ l+l ) + < m + 2 ) + •• 

3)ie Summe t)oti n fold^en flguriertett 3<^^lett (fc = l, 2, . ., n) ifl 
n)ieberum eitte figurierte 3ci^If berett gormel auÄ A burd^ ©rl^öl^uttg 

oott w um 1 etitftel^t. S)etttt matt l^at, toeil f ? 4) = ^f 



§. 28. Stflutierte SolSfl^ »nb acitl^tnetifd^e ^vogteffionen. 
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/i 
h 



a 



m 



jn. 



«f^ + i 

\ m 
m + 2 



+ ftl 






a 



m 



+ »fr + ^- 



,m + 1^ 



+ c 






-. ') + < 



m -\- n — 1' 



f- = \ m j + ^ ^+1 y ■ -V m + 2 

uttb fittbet butd^ aibbition bet Äolonnert (l) bie ©umtnc 

/, + /2 + • • + /n 

'm -\- n\ frn -\- n 



+ .. 



= a 



0+' 



Vw + ly ' ' V« + 2/ "*" '^U + 3/ "*" " 

4* 3^ ^^^ ftflurierten 3^^l^^ iwi vettern ©inne flcl^ören bie 
fogenanntcn ^ßol^gonaljal^Ien, ^Ppramibaläal^lett, ^ßol^ebral»» 
jaulen. aSergl. Älügel matl^. SB. 3 p. 822 unb 930. 

I. Unter bem pßdberS^^'^^ (^^^ '»t^tt i^edigett S^^l) t)etfiel&t 
man bie ©urnme tjoti n ©liebem ber Sleil^e 

1, l+i?-2, l+2(p-2), H-3(p-2),.. 

beten ©tnl^eiten ju ä^nlid^en/^ßden mit einem gemeinfd&aftUd^en ©d^eltel 
jufammengeflettt werben lönnen, wie folgt: 



wx 



• • • ' V 

I ■ ■ «r (I 

— 7l " 

»i_ I 1 ( 




3)iefc ©umrne bejiel^t «a& n ©Inl^eitert unb a\xS p — 2 SJteiedeit Don 
n — 1 (1), alfo ift 

P®d von n = n + (p — 2)f j 

®te S)rele(Ie ber S^i^len ftnb t)on ben figurierten gal^len ber 2ten 
Drbnung nld^t t)erfd^leben, bie asierede ber ga^len ftlmmen mit ben 
Ouabratjal^len übereln, weil 

n + 2^) = '^^ 

2)le günfede, ©ed^Sede ber 3^^!^^ l, 2, . . , n ftnb 

1, 5, 12, 22, 35, . ., iw(3n — 1) 
1, 6, 15, 28, 45, . ., n(2n — 1) 

Sluf bem Perimeter beä p®d^ oon n fielen i?(w — 1) ©Inl^elten, 

unb Innerhalb beÄfelben 

II* 
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n + (p - 2)(^l^ - />(n - 1) 
= p-(p-i)n + (p- 2)g) = i(" - 2)([p - 2]n - p) 

j. S5. in bcm S)tciccf i(n — 2)(n — 3) b. i. bo^ S)reledE tjoti n — 3, 
itt bem SStered (n — 2)^ b. i ba8 SStered üon n — 2, 
itt bem günfed i(n - 2)(3n -^ 5). 

n. Unter ber ;?fettiflen ^p^ramibe ber 2^J)l n vtx^t^t matt 
bie Summe ber pSdfe von bett ^ai)ltn 1 bi^ n, berett ®ittl^ettett ju 
äl^tiUd&ett /^feitlgett ^Ppramibeti mit flemeittfd^aftUd^er @pl|e jufammett* 
gepettt toerbett fötitiett. 3laä) (3) ifl 

pfetttge ^pramibe von n = (^ ~^^^ + {p — 2)(^ ~^^^ 

®te 3feitigett ^Ppramibeti ber ttatürlid^ett ^a^Un fittb t)oit bett figuriertett 
Bal^lett ber 3tett Drbttuttg tttd^t Derfd^iebett. S)ie 4fetttgett, 5feittgett, 
efeitigett ^ß^ramibett ber ttatürltd^ett S^f)ltn fittb 

1, 5, 14, 30, 55,.. ,(" + ^^2"+^ 

+ 1 



1, 6, 18, 40, 75, . . , (" 

n -\- 1\ An 



2 ■" 



1, 7, 22, 50, 95,..,, 2 

6itt Äugel^aufett auiS reltattgulärett @d&i(5tett, ber obett itt eitte 
"äitx^t Äugeltt etibet, auf beffen S3afij8 itt ber ©reite n, itt ber Sättge 
n + r Äugeltt liegett, etttplt eine Stnjal^l Äugeln, bie au8 ber 4feiti^ 
gen 5ß^ramibe t)on n unb auS r a)reie(fen t)on n befielet alfo 

ift. ©en aiüden bttben l + r Äugeln. 

IIL Unter einer nten ^ol^ebraljal^l t)erjielöt man bie@umme 
von n ©liebem, beren jebe^ au8 ^ol^gonalja^len jo befielet, bafe bie 
©In^eiten ber ^Pol^ebraljal^len ju äJ^nlid^en ^ol^ebern mit einer gemein^ 
fc^aftUd^en ©de jufammengefteUt werben fönnen. SSenn ba^ 5ßolpeber 
e ©den, / %lää)tn, k Tanten l^at unb bie gemeinfd&aftlid^e 6de ber ^olp^ 
eber ^feitig ift, fo umfaßt bie S)iffereni ber ^olpeber t)on n unb n — i 
auf ben nid^t gemeinfd^aftlid^en ©den e — i einleiten, 
^ ^ ^ Äanten (k — g)(n — 2) ©tnl^eiten, 

^ *• *• ^ gläd^en {f—g) 3)ifferenjen ber 5Pol9* 

gone t)on n unb il^rer Perimeter (I). 
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»te S)lfferettj ber Dftaebet (e = 6, fc= 12, /= 8, 9 = 4.) ift 

5 + 8(n - 2) + 4('' ~ ^' 

unb boS Oltaebet von n 

1 + 5(» - 1) + 8(" ~ ^) + 4('* 7 ^) = i«(2n* + 1) 

®ie ©ifferena ber ^ej aebet (e = 8, k = 12, /= % 9 = Z) ip 

„_2 + 2r"-2^ 



2 



7 _(. 9(„ _ 2) + 3 

unb ba« ^eyaebet von n 

l + 7(«-l) + 12("-l) + 6("7*) = « + 6(" + l) = «» 

uttb bie ©untme bet §e?aebet t)on l bi« w 

'"t')+<r)=ct'r 

S)te 5Diffetenj ber 3Iof aebet (« = 12, fc = 30, /== 20, ^^ = 5) ift 

ll + 25(n — 2) + 15('*7^^ 

Uttb bag Qfofaeber dou n 

1 + ll(n - 1) + 25('' ~ ^) + lö^"" 7 = ^''^^'*' - 5n + 2) 

X)ie ©Ifferenj bet S)obeIaeber (c=20, fc = 30,/=l2, ^ = 3).ift 

19 + 27(w — 2) + 9 5 — 4n + 3^) 

= 10 — 9n + 27 Qj Uttb ba« S)obeIaebet von n 

lOn ~ 9('' + ^) + 27('' ^ ^) = 1^(9^' - 9n + 2) 
= in(3n — l)(3n — 2) = nj'^'* ~ ^ 

5^ SSott eittet Sftell^e von ©röfeett jagt ttiatt, bafe fie eitte aritl^-» 
ttietifd^e 5ßtoflteffiott bilbett, ujetttt bie S)iffetettjett berauf eiuattber 
folgettbett ©röfeett eittattber gleich fittb. föitte arit^metifc^e ^rogreffiott 
ift burd^ 2 ßlemettte beftimmt; ift j. 8. a boÄ Sttttfattg^Sglieb, d bie 
Sifferettj ber folgettbett ©lieber, jo ift bie aritl^metifc^e ^rogreffiott hi& 
JUTO ntett ©liebe folgettbe: 

a, a -{- d, a 4" 2rf, . ., a -{- {n — l)d 

S)ie Summe ber n erfieu ©lieber Ifi (3) 
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^ _ a + [a + (n-l)d ]^ 



b. ^, bte l^albc ©umme be3 erften unb legten ©liebet (ba^ artt^tnetifd^e 
SKittel betfelben) multipUcicrt mit ber ©Ucberja^l. SJlan flnbet biefe 
©utnme aud& burd^ bte Semerfung, bafe bie erften ©lieber t)om Slnfattfl 
unb t)om Snbe btefelbe ©umme geben, wie bie jroeiten ©lieber r)om 
Slnfang unb t)om ©übe u. f. f. 

Seifpiele. 3)ie natürlichen B^^ten bilben eine aritl&metifc^e 5ßro* 
greffion, beren SKnfang^glieb 1 unb beren 5Differenj 1 ift. 3)ie ©untme 

S)ie ungeraben ^di)Un bilben eine aritl^ntetifd^e ^ßrogreffion, beren 
Slnfangöglieb 1 unb beren ©ifferenj 2 ijl. ®ie ©umme ber n erften 
ungeraben 3^^ten ift n\ 

Ungerabe ^ßotensen fönnen burc^ ©ummierung beftimmter 3Hengen 
von folgenben ungeraben Sdi)ltn gefunben merben. S)enn bie n» auf 
einanber folgenben unaeraben ^a\)kn 

(n — l)n» + 1, (n — l)n» + 3, . . , (n — l)n» + 1 + 2(71» — 1) 

geben bie ©umme 

[(n — l)w» + 1 + 71* — l]n» = n2H-i 

3!njSbefonbere ift 1^ = 1, 2» = 3 + 5, 3^= 7 + 9 + 11, u. f. xo. 
ailfo ift bie ©umme ber Äuben*) 

1»+ 23 + 33 + .. + n3 

gleid^ ber ©umme ber [X) erften ungeraben S^^^l^^- S)ie l^fete biefer 
3a^len ift 2('' + ^) - 1, folglid^ bie ©umme ('^ + ^J, mie oben (4). 

6. SSon einer Steige von ©röfeen fagt man, bafe fie eine aritl^* 
metifd^e 5ßrogreffion 2ter, 3ter, . . Drbnung bilben, menn bie 
3)ifferenjen ber auf einanber folgenben ©röfeen eine arit^metifd&e 5pro^ 
greffion Iter, 2ter, . . Drbnung bilben. ©inb t^, t^, t^, . .bk gegebenen 
©röfeen, fo bilbe man bie SRei^e ber erjten Ziffer enjen 

bie SRei^e ber jmeiten S)ifferenjen b. i. bie SJifferenjen ber auf 
einanber folgenben erften S)ifferenjen 

h,i — ^1,1 == hßf tz,\ — h,\ == t%^f h,\ — h,\ = h,2t . . 

bte 9leil^e ber britten S)ifferenjen 

<2,2 ^1,2 ==' *1,3, h,2 — k,2 == hfit h,2 — h,2 = h,Zt ' • 

*) 2)iefe»ctnetfun9 ift imSUtcrtum gemadjt worben. SRicomadJuS Arithm.11,20. 
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u. f. 10. SBenn bie Steige bct ywten ©ifferensen a\x& gleid^en ©Uebetn 
heftest, fo ift bie Steige ber gegebenen Otogen eine aritl&metifd^e 5ßto=' 
greffion mttx Drbnung*). 3- ^• 

©egebene ©röfeen: 1 8 27 64 125 216 
erfte SJifferenjen: 7 19 37 61 91 

Sroeite S)iffeten jen : 12 18 24 30 

3)titte S)ifferenjen: 6 6 6 

®ie S^^tn 1, 8, 27, . . bilben eine atitl^metifd^e 5ßrogreffion 3tet 
Drbnung, weil il^^e 3ten S)ifferenjen einanber gleid^ finb. 

S)ie figurierten S<^W^ »"ter Drbnung bilben eine aritlötnetifd^e 
^rogreffton wter Drbnung, roeil il^re erften Sifferenjen figurierte S^l^len 
(m — i)ter Drbnung (1), folglid^ i^re {m — i)ten S)ifferenjen bie natür== 
lid^en 3öi&len finb, roeld^e eine aritl&metifd^e 5ßrogreffion erfter Drbnung 
bilben. 

7. 2lu^ bem 2lnfang^gliebe unb ben SlnfangiSbifferenjen b. f). au^ 
ben Slnfang^gliebern ber SReil&en ber Iten, 2ten, 3ten, . . S)ifferenjen 
laffen fid^ bie ©lieber einer ariti^metifd^en 5ßrogreffion pi^erer Drbnung 
unb bie ©umme ber erften n ©lieber berfclben bered^nen. 2Benn a^ 
ba^ SlnfangiSglieb ber gefud^ten 5progreffion ift, a^ bie erfte i^rer Iten 
S)ifferenjen, a^ bie erfte i^rer 2ten Differenjen, . ., am ber gemein« 
fd^aftlid^e SBert il&rer ?wten (legten) 3)iff er engen, fo ift ba& nte ©lieb 
ber gefud^ten $rogreffion**) 

<»o + (n — i)a^ + f ^ 2 )^2 + • • + (^ Z" Vm 

unb bie Summe ii^rer « erften ©lieber 



m 



««O + Q)«! + (3)^2 +.. + (^^_ Jan. 

SeweiiS. SDie Sfteil^e ber (r — l)ten S)ifferenjen wirb gebilbet 
inbem man ju bem befannten Slnfangägliebe berfelben bie erften 1, 2, 
3, . . ©lieber avS ber Steige ber rten 3)ifferenjen abbiert (6) 

^2,r-l = h,T'l + <l,r 
%r-l = *l,r-l + *l,r + ^2,r 
k,r-l = *l,r-l + h,t + h^x + h,r 
U. f. U). S)al&er ift ^n,m.l = «m-l + (n — l)am. 

*) S)ie 9ieil^ett ber 3)ifferett5en, tDeld^e ju einer gegebenen 3leil^e von Ordnen 
gel^ören, finb bei ben Unterfud^ungen über bie figurierten S^^^^ gebilbet (uergl. 1 
unb 10), unb befonberS bei ber ©rfinbung ber 2)ifferentialrec§nung in öetrat^t ge^: 
sogen worben. i)er 9iame „aritl^metifd^e ?5rogreffionen böigerer Drbnungen" fommt 
erft im Einfang beS 18ten Sa^r^unbertS t)or Hx ßagnp (Mem. de Paris 1722 p. 264). 
Sßergl. @uler CaJc. diff. I cap. 1 unb 2. 

**) 2)iefe gormel ift il^rem 3«^«^*« ^^^ ^on Sil ew ton (principia III»>, lemma 
V.) erfunben, in il&rer l^eutigen ©eftalt t)on ^ac. öernoullt (ars conj. p. 98) ge^ 
geben worben. ©uler a. a. D. §. 57. 
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anbeut raon bie ©urame (i,n.i + . . + (n.i,m-i bilbet (3) unb ju 
a„.» obhtett, finbet man mcitet 

(„^., = a„.a + {n — l)a„., + (" "^ )«» 

Utitet ber Slnno^me 

i»,».k = a».k + (« - l)«„.k+i + ("~ ^)<^-k+3 + .. + (""*)«„ 

^nbet man auf gleiche äßeife 

<.,*. - «-w + («-I).... + ("7')<...w + ■■ +(r+ 1)«- 

3)ie aitflettommene gocmel (o,.n-k ift riifitig, roenn A = 2, aUo gilt fte 
auc§ füt it = 3, 4, . . , m. 3)te ©unirae ber « etflen ©lieber ber 
^rogteffton (i,o + ö^ + . . + t^fi roitb ebeitfaDÄ nad& (3) berechnet. 

8. 3öenn /p (j, (3, . . eine attt^metift^e ^Progretfion mtct Drb. 
nung mit ber le|ten ©ifferenj c bilben, unb a eine gegebene 3a^l ip, 
fo bilben a(,, 0(5, 0(3, . . eine arit^mettfc^e $rogre(rtoit mter Otbnitng 
mit ber legten ©ifferenj ac. SDenn bie 3)lftetenjen ber obgeleitefen 
*ßrogrc(uon entfpttngen ouS ben ©ifferenjen bei gegebenen ^ßtogtelfmn 
buri^ ajtuUiplitation mit a, weil at^^i — a(k = «('k+i — 'k) u. f. f.; 
roenn alfo öie mten 5DtRerenäen her 3lei^e i,, t^, t^, . . einanbet gleich 
ftnb, fo finb ttui^ bie mten 3)ifferenjen bei 9teitie at^. at^, at^, . . ein- 
anber gleich unb ainat [0 grofi als jene 

Sffienn (,, t^, (3, . . eine arlt^metlfc^e sptogrefrion mter Dtbnung, 
W|, %, «3, . . eine ortt^mettfi^e Ißtogredion nieberer aU mtet Drbnung 
bilben, fo bilben *, + «i, 'i + «j, (j + «3, ■ ■ eine aritt)metifc&e 
^rogteflton mter Drbnung. ®enn bie «te unter ben Wen SJifferengen 
ber abgeleiteten Steige ijl bte ©untme ber «ten unter ben tten ©iffe- 
renjen ber gegebenen Steigen, weil 

'k+i + "k+i — ('k + «k) = (ik+i — 'k) + ("k+i — «k) 

u. f. ro. 3tai^ ber SJorausfeßung oerfÖiiDinben bie mten S)ifferenjen 
ber sReibe u, , u^, u^, . .; alfo finb bie raten S)ifferenien ber Sftcü&e 
'i + "2 . 's + "3 r ■ ■ non ben mtcn a^ifferenjen ber SRei^e 
, . . ntd&t uerfdjieben. 

Sßenn (, , (j , (3 , . . eine aritl&metif^c ^ogreffion mter Drb' 
it ber leiten SUffetenj c bilben, fo bilben t,, 2*2, 8(3, . . eine 
tfcde ?Jrogrefrion (m + l)te( Drbnung mit ber legten ©iffc« 

+ l)c. 
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^eroet^. gür bie obgeleitete Stetige ifi bie wte unter ben itcn 
S)ifferertjen nai^ ber anflegebertett ©ejeid^nung (6) 

unb bälget bie nte unter ben 2ten S)ifferenjen 

aingenommen, bte nte unter ben Wen S)lfferenäen fei 

f finbet man bie nte ,unter ben (fc + i)ten SDifferenjen 

= n^n,k+l + Qc + l)^ii+l,k 

SRun war bie nU unter ben 2ten 3)ifferenjen ntn^2 + 2^n+i,i, folglid^ 
ift bie nte unter ben 3ten, . . , {m + i)ten S)ifferen8en 



^ii,m+l + (w + l)<n+l,in 

3laä) ber aSorau«fe|ung ift <n,in+i = 0, ^i,m = ^,m == . . = c, alfo 
l^aben bie (m + i)ten »ifferenjen ber abgeleiteten 9leil^e ben gemein*' 
jd^aftlid^en SBert {m + i)c. 

10* 3Benn t^, t^^ t^, . . eine aritl^metijd&e ^ßrogreffion »wterDrb^ 
nung mit ber leiten 3)ifferenj c bilben, u^, u^, wg, . . eine aritl^metifd&e 
5ßrogreffion erfter Drbnung mit ber 2)ifferenj d, fo bilben bie $robu!te 
h^\f h^2f h^f ' ' ^tne aritl^metifd&e ^progreffion {m + l)terDrbnung 
mit ber legten S)ifferenj (m + i)cd, 

@8 fei M„ = a + (n — i)d, fo ift 

^Wn s= tn(a — d) -\- ntj^d 

3flun bilben ^^(a — rf), <2(« — ^f • • ^tne ^ßrogrefRon mter Drbnung, 
t^d, 2^2 ^f •• ^i^^ 5ßrogreffion (w + i)ter Drbnung (9), folglid^ t^u^, 
t^u^, . . eine ^progreffton (w + i)ter Drbnung (8), beren le|te S)iffe^ 
renj mit ber legten SJifferena ber ^rogreffion t^d, 2t^d, . . (9) über«^ 
elnftimmt. 

3Benn W|, u^, u^, .. eine aritl^metifd^e 5ßrogreffion erper Drbnung 
mit ber S)ifferenä d bilben, fo bilben bemnad^ 

«1^ «2^ «'a^ • • ^ttie aritl^m. $rogr. 2ter Drbnung 
"i^ "2^ «^3^ • • ^tne arit^m. ^rogr. 3ter Drbnung 
Wj"", ^2^, wa"", . . eine aritl^m. 5ßrogr. mter Drbnung 

S)ie leite S)ifferenj ber 5ßrogreffion w,"', «2°"^ "s" • • ift*) 

1.2.3 ... md^ 



*) S)icfe ©cmerhingen ftnb in ber erftcn öälftc bc§ 17ten Sal^rftunbertg ö^<»^t 
toorben. SSergl. Sau(|aber academia algebrae, 1681 
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Slttgenommen, c fei ble lefete 3)ifferenj bet ^togteffion w,^ u^^ u^^, . ., 
fo ift ttad^ bem obigen c(k + l)rf bie le|te SHfferertj bet ^rofltefftott 
u,k+i, M^k+i^ ^k+i^ ^ ^ ^ sjfjmi iji 2rf2 bie leite S)ifferenj bet ^togtejfton 
wi^ «2^ «3^ • •/ folflU(3^ 1 . 2 . 3^3 t)ie leite S)iffetettj bet ^jjtogtejrion 
"i^ tl2^ W3^ .., u. f. u). 

SBenn u^, u^, u^, .. eine atitl^metifd&e $toflteffion etflet Dtbttung 
bilben unb «o/ ^u ^2» • • gegebene S^^len finb, fo bilben bie SBette 

/t = «0 + «1«1 + «2«!^ + • • + «mWi" 
/2 = «0 + «1*^2 + «2"2^ + . . + flm«2°' 
/3 = «0 + «1% + ^2^^ + . . + ßmWj" 



*3 



eine otitJ^metif d&e 5ßtogtef fion mtet Dtbnung, weil «j \ u^ \ v^\ . . eine 
^togteffion 2tet Dtbnung bilben, u. f. w. (8). 

Seifpiel. ©eil 1^ 2^, 3^ .. eine atitl^metifdjie ^ßtogtefpon 3tet 
Dtbnung (10) ntit bew änfang^glieb 1, ben Slnfangi^biffetenjen 7, 12, 
unb bet leiten 2)iffetenj 6 bilben (6), fo läßt fid^ bie ©umme l^ + 
2» + 33 + . . + «3 nad^ (7) beted&nen. 3^t SBett ift 



n 



+ '(^) + ^Ka) + «0 



:"t')+<r)-("t'T 

tolc oben (4). 

11. S3ei polttioen flattjen m lann bie ^otenj n" butd^ »» 
figutiette 3<t'^l(tt (tuf oetffi^iebene Sitten auiSgebtädt raetben. 

I. ^v& «^ = (" ^ ^) + (2) fo^flt "' ^^'^^ aWttltipaiation mit n. 
IRun ifl 

'n + 1\ _ /n + l\n + 2 + 2(n — 1) _ /« + 2\ /« + 1' 



)- GF-^^3^-^ = f t V © 



3 



'n 



».=i"+V<tVG' 



S)a]^et ftnbet man übetl^aupt mit fallenbet Dbetjal^l 

/n + w — 1\ . /n + m — 2\ . 
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§«un tft 

^n-\- m — Jc\ /n + w — fc\ fc(w + m — fc + 1) + (m — fc + 1) (n — k) 

m ) \ m ) m+1 



= fe(" ' - . 5+^) +(m-fc + l)( 
alfo (fc = 1, 2, . . , m) 



"+:;?+') +("-^+<:t7' 



w 



m+l 



\m+ i; + 2a2 



'n + m — 1\+ (m — \)a^ 



wi + 1 ;+ . . 



jur S)atjiettung ton n°»+i au« ber Sarftetturtfl von n". 3- ^• 



n 



" V) ^ -{' Vh < V) h: 



n 



'» + V<tV<t' 



+ H' t ') + (:) 



3)iefe refutrcnte ©nttDidelurtg jeigt, bafe bie ©oefficienten «i unb am 
bei atten m ben SBert 1 l^aben, unb bafe bie übrigen ©oefficienten «2. • • f 
om-i pofitioe ganje ^Qi)\m finb, weld^e von bem 6? ponenten m abl^ängen. 

n. S)te SSettauf(^unfl t)on n mit — n giebt 



{—irn^=a,{ ^^ )+a2 



n -\- m — 2' 



m 



+ . . + öml 



n' 



m 



3(lttrt ip 



771 



'^ -' 1 • 2 



— r — r — 1 

"T~" 2 
r + TW - 



— r — w + 1 



m 



77% 



^ ^ \ 771 



folfllit^ (— r = — n + 77i— 1, — n + tti — 2, . .) 

5Die ©ubtraftion biefe« Sluabrud« ber 5ßotenj »"^ von bem obigen StuiS^ 
brud berfelben giebt 



m J \ m 



= (flfm — «i) 



^n -f- 771 — 1 



m 



) + (am-l — «2)( 



n + ^ — 2' 



772 



+ .. 



folglid^ (n = 1, 2, . 



dm = öti / ^m-l = 02 



III. 3ut SSered&nung bet ©oefficienten a^, a^, . . au8 bem ©fpo* 
nenten tu l^at man 



a, 



'n + 771 — r 



771 



+ «5 



'« -j- 77J 



771 



+ . . + a„.Q = 



71 



m 
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m 



alfo bei n = i, 2, . . 

a^ = 1 
1 



a 



a, 



1^ . /+«2=2 

wi + 2 



m 



) + < + V«3 = 3» 



ober 



ac 



1 1«^ 

'm + 1 
1 



m 



a«: 



'm + 2^ 
2 



1 



4m 
2™ 
Qm 



S)ie (Stttwidelungen 

a.2 = 2"^ — 1 



m'"» + 1^ 



laffert t)erttiuten, bajj bie ®etertninante ok nad^ ber leiten Äolonne 
entTDtdelt geben werbe 

3n ber 2;]j)at ift unter biefer SSorau^felung 

'm + 1 



w + r — 
r - 

771+ 1 

3 

m + 1 
2 

){(.-.2)--(" + ^)(r-3r+. 
+ (" + ')((- 3)—. 

fo bajB (y- — 0°" ben ©oefficienten 

'm + t\ (m -\- ^ — l\/m + 1 



= r«'-('"|^)(r-l)"'+('" + ^)(r_2)--('"^ ')(»— 3)«'+. 

+ ('"! '){(^-ir- ("t ')(r-2)» + (-+ l)(.-3)»-. 

/m + 2 



} 

1 
f 

I 



+ 



'«-[-< — 2\/'m + 1 
< — 2 



)- 



^at. 9lutt iji (H) 






* » ■» 



^ 
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("+')_(_,.(--'), c,+j7')=(-.)«(-r.'),.. 



im 



alfo bet ©oefficient »Ott (r — t) 

.., •- -, , , - n/tn + i 



(-1)' 



w — 1\ _|_ / — "* ■ 
t )'^\ t— l 



+ 



OT — l\/»n + 1 



= (- ly 



1 y ' \ t-2 A 2 
m — 1 + m + r 



) + .. 



t 



= 



nad& §. 25, 5. 5Ktt^ln bleibt nut ha& 3lttfanfl2gHeb r^ übrig, roie e^ 
fein foU. 




p. 34. SScrgr. SBorpi^fg 1883 ©rette 3. 94 p. 207 ff. 



12. SWatt fattn n"* but(3& m figurierte 8a\)kn mit fteigenber 
Unter ja^l augbrüden. SBeil (^)}^ ^ G + l)' ^^ *** 



,")" - k:) + (» + «(. ; .: 



ülun m «> - Q + 2(j), foläli« 



»"-»,(") + »,(2) + ■• + » 



m 



n 



3ur Sered^ttung ber ©oefficienten ^i, ^2/ • • ^^^ ^^^ ©fponenten m 
l&at man (n = 1, 2, . .) 

2°» = ftj . 2 + &2 

3 



3°» = Ji . 3 + «». 



+ *3 



4«n _5^.4 + ^^g^ + 53Q) + 6, 



u. f. xo., fo bafe 



1 

2 1 
3 

.2 



3 
4 



4m 

1 3°^ 
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SQBie oben (11. III) finbet man 

13^ 3Ran tattn aud& n°^butd^ w figurierte Sö'&I^^ ^i^it fleigen= 
ber Dber*» unb Uttterjal^l au^brüden. Sffieil 

'n + k\ n + k + i _ /n + k + V 
Jc+ l) k + 2 ~ \ k + 2 . 

f. i» i; + :)» - (* + *c t : t ') - (' ^- •>(: : f) *« » 

.' - 2(" + ') - (J), Wt* 

"•-<r)-K"tV"rt')-» 

ein ^Polponiium oott m ©liebem. S^t S3et:e<i^ttUtt8 ber ®oeffictetttett c 
l^at man (n = — i, — 2, . .) 

(-l)»=c/-^^ 






(-2)>" = c,( /)-C2 



(-4r = .(-V<-2V<-3V<-/, 

u. f. xo. Dbet ttttd^ (11. II) 

(- D" «i (1 
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ober, toentt « = (— 1)"*"\ 



1" = €Ci 

2°* = £Ci . 2 + ec2 

3"» = £Ci . 3 + ecjLj + ecg 

/4\ /4\ 

4m == eci . 4 + «^^2(2/ "^ ^^^V3/ "*" ^^^ 

u. f. TO. S)ettinad& Ifl (12) 

SCk = ^k 

14* 3)ie ©utnme bet n folgenben mten $otenjen 

Am = 1°^ + 2°* + . . + n"» 

Idnn nad^ (3) bered&net tüetben, nad^bem man bie einjelnen ^Botenjen 
bnxö) figurierte Säulen auiSgebrüdt l^at (11, 12, 13). 3. ©. 

■.=ctvcr)=("r)+K"r)=K"r)-("r' 

n 4- 1\ 2n + 1 

,.-('t>4(»+vCt')-("t'^" 

S)ie $oten}fttmme «m tann obet aud) tetuttent but(i^ bie 
@ummen «o« '^ 'sr ••> fotote inbepenbent but(^ eine ^otenjteil^e 
oon n auägebrüdt toecben. 9la($ bent binotnif^en £e^tfa| (§. 23) ifi 

(„ + l)-.+i = „m+i + ("* j" ^)n» + ("" ^ ^)»"-' + . . 

(„ _ l)m+l = „»+1_ (^ + IVm + ("• + ^)n»-l - . . 

(n + l)»+i — {n — 1)»+» = 2('"* + ^^n» + 2(''" + ^)n"-» + . . 

unb itt^befonbete (n == i, 2, . .) 
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3m+l _ lm+1 _ 2^'" + %^ + 2^"* + ^)2»-2 + . , 

u. f. vo. S)ie ©uwraation tjon n folc^eit S^il^n fli^'&t 

(n + ir+i + n-+i - 1 = 2('" + ^Vm + 2('" J ^)«m.2 + • • 

eine Stetige, toel^e enbtgt bei gcraben m mit 2so» bei ungerabenm 
mit 2(m + i)«j. 3!n5befonbere ift alfo: 

(n + 1)3 + n» — 1 = 2 . 3*2 + 2so 

(n + 1)5 + „8 _ 1 = 2 . 5«4 + 2^*2 + 2*0 

C« + 1)' + «7 - 1 = 2 . 7«« + 2Q)«4 + 2Qs2 + 2*0 



(n + 1)< + n< — 1 == 2 . 4*3 + 2 . 4s, 

(n + 1)6 + «6 - 1 = 2 . 6«5 + 2('^)ä3 + 2.6«! 



(n + 1)8 + «8 _ 1 = 2 . 8*7 + 2(^y, + iQs^ +2.8 



5lun ift «0 = n, 5, = ( T^ j , ballet fitibet man 



^i 



*2 3 "^ 2 + 6 




n* n* 2n3 
** 5 ^ 2 "^ 6 


n 
30 



"7 "^■2~'"~6 6~'"42 
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24 
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15* §ierburd^ tDtrb e^ beflättat, ba^ bie 5ßotertjfumme «^ eine 
• 3eftimmte gunftion (m + i)ten ©rabeS von n ijl, unb jicat teilbar 
Mtd^ n, wäl^tenb s^, s^, s^, . . butd^ n^ teilbat finb. Solan l^at bem*- 
nad^ ben Stu^btud 

unb in bemfelben bie ©oefficienten a^, a, , . . au8 bem @f ponenten m 
gu bered^nen. ©benfo ift 

5m-2 = b^n^'^ + b^n^-^ + 62 ^«^"^ + • • 
5^.4 = Con"-^ + qn™-* + C2n°»-5 + . . 

u. f. ro.f n)o ^^k, ck, t?k, . . au^ a^ entspringen, wenn m — 2, ?7i — 4, 
m — 6, . . an bie ©teile von m treten. SUad^ (14) ift nun 

2(" t ')(«««-'+^ + . .) + 2('" + ')(6o"-> + ..) + .. 

= (n + 1)»+! + n-'+i — 1 

= 2..+. + (■" + ').. + (» + ')„-. + .. + (••+ > 

bei attett n. golglid^ l^oBcn n>°+i, n™, n™', . . beiberfeitö Qhlcl^i. 
©oefficicttten (3llgebra §. 4, l), nämlid^ 

'm + 1\ . 1 , 1 

;'"t>3+('" + > =*('" + '> «3=0. *3=0,.. 

1 J"^ '^ l 3 P ' [ 5 h= H 5 j 

aUo «5 = 0, b^ = 0, . . . ©benfo ftnbet man a, = o, «<, = o, . . . 

»al^cr. 1. 7. Stufl. 12 



17S ungemeine ^ritl^meti!. 

Wogegen J)at man für «2^ «4» «6/ • • 



1 r« + 



u. f. TD. 3flun ift (''' J ^j*o teilbar bur§ ("' + ^), folgli(i& ("^ \^ ^)^2 

teilbar burc^ y ^ \ a^ teilbar burd& m, b^ teilbar burd^ m— 2, . . . 

Salier finb [ ^ V2, P ^ )co, alfo aud) f'* "T ja^ teilbar burd^ 

( "^ )' ^^^ ^^ teilbar burd^ u*V b^ teilbar burd^ f"' ~ 

SDafier finb ferner T' 1" ^4, T'* 7" )c2r ('" Z" j^^o» ^Uo aud^ 

^ T )«6 teilbar burd^ r' T" \ unb «ß teilbar burd^ C^). U. f. ro. 
3Jlan fefet bemnadö 

^^^ = ^-^) -2rU-t 

-^1 = if ^3 = "sV^ ^5 = ^Vr • • 

bie Sernoullifdjen Qa\)Un l^eifeen, unb erplt bie 5ßotenäfumme 
«mau^gebrüdft burd& bie Sernoullifd^e 5ßotettjreil&e 

S)ie gleite enbigt bei geraben m mit «mW, too 

m \m — 1/ 

S3ei ungerabcn m ift 0^ = 0, unb bie Sleil^e enbigt mit am-in^ n>o 

tn — Ivtn — 2/ 2 



m-5 
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SSet w = 1 ift 5m = 1 , uttb man ^at 

iut relurrenten S8ete<]&rtung ber Qaf)ltn B^, ^3, B^, . . 

m = 4, 1 = i + i + i - ^3. ^3 = Ä 

U. f. TD. 

S)ie ©umme ber Cluabrate !ommt Bei 5lrd^imebe8 Spiral. 10 t)or. 2)ie ©um» 
men ber SBiquabrate unb pl^crer ^otenjen rourben t)Ott germat u. a. J^injugefügt. 
SergL bie ^nmerfungen ju 1 unb ju §.12, 6. ^te $otensrei6e von n, in xoelS^t 
bie (Summe Sm cntwitfelt werben !ann, ift t)on 3a c. Äernoulli Ars conjectandi 

S. 97 o^ne ben SBeioeiS gegeben roorben. Seweife finbet man Bei 3Woit)re 1730 
[isc. analyt. lib. 6, @uler Calc. diflF. I §. 29 unb II §. 132, Ä rüge! matl^. Söört. 
3 p. 864, u. a. 3lu(l5 in anbern von @uler Calc. diff. II c. 5 ff. cntroicfelten ^uS* 
brürfen, namentUd^ in ben ^otenareil^en von x, toeld^e ®uler bafelBft §. 221 ff. für 
1 — ar cot x unb für tang x gegeben l^at, treten bie Saluten B^, B^, B^, . . auf, unb 
finb beSl^alb t)on (Suler „bie SBernoullifd^en 3ö^lt6tt" genannt roorben. 3luS biefen 
©ntroidelungen ftat juerft Saplace einen inbepenbenten SluSbrurf einer SBemouI- 
lifdjen 3a§l formiert Mem. de Paris 1777 p. 106. SSergl. Sacrois Traite III, 975. 
^faff in ÄlügelS mat§. SBört. 4 p. 608. ©runert in ben Sufä^en ju Älügclö 
matl^. SBört. art. »emouaifd&e Sal^len. ©djerl ©relle 3. 4 p. 304. ©täubt 
©reUe 3. 21 p. 372. Äronecler SiouDiae 3. 1856 2. ©erie 1 p. 385 unb ©reue 
3. 94 p. 269. ©tern ©rette 3. 88 p. 85. SBorpi^I^ ©rette 3. 94 p. 207 unb 
©d^lömildS 3eitfdjrift t. 29 p. 45. Sipfd^i* ©rette 3. 96 p. 1. 

16* ©inen biteften SBeg ju inbepenbentet 3)arftettung einer 
Sernouttifd^en 3al^l l&at Äronecf er ©reHe 3. 94 p. 268 gejetgt. 3)ie 
ganje gunftton, roeli^e bei atten pofitioen ganjen x ben Sßert 

l^at, ift (15) eine ^Potenjrei^e mttn ®XQbt& von x— 1, alfo eine gunl*» 
tiott beSfelben ©rabeg non x, unb wirb burd& f(x) bejeid^net. 3ta^ 
ber Sagrangefd&en ^nterpolationgformel (Sllgebra §. 10, 3) wirb biefe 
gunftion fonftruiert au^ ben 3Berten, xot\6)t fte bei w + 1 3Berten 

/(O) = 0, /(l) = 0, /(2) = l^-\ /(3) == 1-^-1 + 2^-\ . . , 
f{m) = 1^'^ + 2"^-! + ,. + {?n— 1)^'^ 

Unter biefer SSorauSfefeung ift f(x) bie Summe ber m — 1 ©lieber 

x(x — 1) (x — m) 



/(2) 



2(2 — l)(a: — 2)(2 — 3) . . (2 — m) 



, x(x—i) (x — m) 

■^•^W3(3__l)(3_2)(a:^3)(3 — 4)..(3-m)'^ 



x{x — 1) . . (x — m) 

m! 



(-l)--^m!/( 2) (— 1)-°-3„,!/(3) 

2!(m— 2)!(a;— 2) "*" 3!(»«— 3)!(x— 3J "^ '* 

12* 



1 



180 "^Uqtmdnt Slritl^mcti!. 

_ oc{x- 1) .. (ar — y /i)|/m\ /(2) _ (m\f{3) \ 

ober entroidelt A^x^^ + a^x"^-^ + . . + A^n-ix. 

3inbem man f{x) burd^ a; btotbiert unb in bem Quotienten a? = o 
fefet, finbct man 

Set geraben m— i ift (15) 
folglid^ ^at man 

(-„— ...,=(;)if-(-)^i!+.. 

jur inbepenbenten S3ered^nunfl ber Sernoullifd^en S^l^l ^m.2. 

S3ei unfleraben m — i ifi >!„.i = o. 3. 8. Sei m — l = 4 ijl 



_/5\/(2) /5\/(3) /5\/(4) /5\/(5)_ 1 
^' - \2l^' - 'v3J"3~ + U)^~ W"5" - 30 

g5ei m — 1 = 5 ift 

/6\ /(2) / 6\ /(3) , /6\ /(4) /6y(5) /6\ /(6) 
^ == U; "2" ~ U j "3" + Uy "1" ~ U/ "5" + W "6" 



§. 29. 2)ie Söa^rfc^einlid^feit, 

(C»eid g. 91.) 

1* SEßenn unter gegebenen Umftänben oon n ©relgniffen A, B, C, 
. . eineio wie ba& anbere mögli(§ iji, aber nur eine^ wirllid^ eintreten 
wirb, entroeber A, ober D, ober C, . ., fo l^aben bie einzelnen 6reig* 
nijfe biefelbe SBal^rfd&einlid^feit (probabilitas), bie bei june^menber 
Slnial^l n bor mocjlid&en gäUe abnimmt. ©e|t man bie SBal^rfci^einlid^* 
feit bc« ©reignijfeiS A bei n möglid^en ©reigniffen = 1 : n, fo ifl bie 
aSal^rfd^einlidifeit baß oon ben beiben ®reigniffen A unb B eineiS ein«* 
tritt, = 2 : n, u. f. m. tlber^aupt ifi bie aOäal&rf^einUd&feit eine« 
greiflniffeö ba« SSer^altni« ber änjal^l ber gfinjügen gdlle (chance), in 
lueld^en ber Erwartung genügt mirb, )u ber 9(n)a^l ber möglid^en 
göHe*). SDoiS gretgni« ifl 

*) Aufgaben ber SBa^rfd^einUc^feitdtec^nung würben um bie SRitte beS ITten 
Sa^rl^unberts geftem unb gelöft, namentlich oon getmat unb $agcal 1654 ($adca( 
Oeuvres ed. Lahure II p. 392. 429). 5>ie ^egrunbung unb ©noeiteruna folget 
Beregnungen ^at£iupgend 1657 in ber^^bCung de ratiociniis in luoo aleae 
begonnen. (Genauere ^lusfü^rungen biefer X^eorie uerbanft man 3<tcob Semoulli 
(ars conjeetandi 1713, mo juerft probabilitas gradus certitodims p. 211 ootfommt) 
vaib SKoture (doctrine of chances 1717. ooQftönbiger 173S). S^eitereS finbet man 
bei Sap(ace theorie anal, des probab. 1S12. Arne ed. 1S20. 
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unmöglld^, xotnn feine aSßal^tfd^einUd^teit 0; 
unroaJ)x\^^xnlxä), toeutt feine SBal^tfd&einltd^feit < i; 
ungewiß, xotnn feine SBal^rfd&einlidö^^it i; 
wal^rfd^einlid^, wenn feine SffiaM^^inlid&feit > i; 
gewi^, wenn feine SBal^rfd^einlid^feit l ift. 

»eifpiel 1. S)ie tffial^rfd&einlid&feit, mit einem SBürfel eine be- 

ftimmte Plummer ju werfen, ift ^. gw^^i SBürfel fönnen auf 6^ vtx^ 

fd&iebene Sitten fallen. Unter biefen SBürfen finb 6 ^Päfd^e, unb 6 2Bürfe, 

beren Sftummern bie ©umme 7 geben. Sllfo ift bie SBal^rfd&einlid&feit, 

f* 1 
mit 2 SBürfeln einen ^a\ä) ju werfen, 52 = ^- ©benfogrofe ift bie 

SBBal^rfdEieinlid^Ieit, mit 2 SBürfeln 7 ju werfen. 

Seifpiel 2. günf SBürfel fönnen auf 6^ t)erfd&iebene Slrten fal- 
len. Unter biefen SBürfen f ommen 3 glei(ä^e 3lummern auf L j . 6 . 5 . 4 

t)erf($tebene Slrten vox, weil 3 bejlimmte Sftummem auf ie 3 SBürfeln 
Pelzen fönnen, unb weil 3 gleid^e 5Rummern 6fa(§ ba finb, wä^renb ber 
4te SBürfel eine ber übrigen 5, ber 5te eine ber übrigen 4 SRummern 
jeigt Sllfo ift bie 3Ba^rf(!^einlid&Ieit, mit 5 SBürfeln 3 gleid^e 3^ummern 
ju werfen 

3) • ® • ^ • ^ 25 1 



6» 162 6,48 

Seifpiel 3. 3Son 52 Slattem, beren je 13 von einer f^arbe finb, 

/52\ 

fönnen 3 ßuf ( ^ j oerfd&iebene Slrten gebogen werben. 3)iefe Slätter 

finb ( ^ jmal t)on berfelben beftimmten garbe. Sllfo iji bie SQBal^rftä&ein* 
lid^feit, 3 gleid^farbige Blätter ju jiel^en, 

13\ /52\ 22 1 



4 



3/ V3/ 425 19,32 

S3eifpiel 4. aSon 90 3flummern tonnen 5 ctuf L ) nerfd^iebene 
Slrten gejogen werben, ©abei erfd^einen von 12 befe^ten SRummem 3 auf 

12\ 

j oerfd^iebene Slrten mit irgenb 2 t)on ben 78 unbefefeten Slummern, 

mithin (^^^V^^^^mal. Sllfo ift bie SBal^rfd&einlid&feit, bei 12 befefeten 
3iummern eine 2;erne ju gewinnen, 

12\ /78\ /90^ 



( 



3/\2y \5/ 66,52 



182 5lttgcmctne Slrlt^meti!. 

SEäenn man alle %t>xmn bet 12 Slummetn befefet, fo flewinnt man, 
fo oft eine jener 2;etnen mit irgenb 2 ber übtigen 3lummetn gejogen 

mitb, mitl^in bei ( o ) ( o ) S^^^ungen. 2llfo ifl bie SBal^tid^einlid^feit, 

eine befefete 2;etne ju geroinnen, 

/12\/78\ /90N 1_ 

UA2r V5;""53,4 

Seijpiel 5. SBenn in einer Urne a fd^roarje, b meifee, c rote 
Äugeln \iö) befinben, f o lönnen cc + ß + y Äugeln auf (^ X S4- 

oerfd^i^bene Slrten gejogen werben. S)abei fann eine Kombination oon 
a fd^ioarjen Äugeln pgleid^ mit einer Kombination oon ß weißen 

Äugeln unb einer Äombination oon y roten Äugeln [){o)[) ^^^ 

oorlommen. Sllfo ift bie 35}a]^rf(ä&einli(5feit, auf einen 3ug « fd&marje, 
ß weiße, y rote Äugeln ju erl^alten, 

<^)\ß)\y) • \a+ß + y, 

Seifpiel 6. aSon n Äugeln, bie in einer Urne liegen, lann man 
irgenb wieoiele auf 

5 + ö ^ ii) + • ■ 

oerfd^iebene Slrten ergreifen; eine ungerabe Sänjal^l auf 

:;)+(3)+©+- 

oerfd^iebene Slrten, eine gerabe Slnjal^l auf 



;:) + (e) 



2) + (■.) + (::) + •• 



»etfd^tcbcne Sitten. SRun iji m^ bem binomijd^ett ScW«»|c (§• 23, 4) 
für a; = + 1 



folglid^ 



.-I- (;) + © + ..-. 



i-i:) + (")-..-o 



ii) +il)+— ^ 
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ober 

;y^-(:)+c)+--^--' 
;:) + (s) + ö + • ■ = '-' 

Sllfo finb bie SOBal^rfd^einlid^feitert, eine gerabe ober eine uttflerabe Slrt^ 
jal^l ju ergreifen, 

2«-! _ 1 2"^-^ 

2^ — r 2*^ — 1 

2. 5Die aBa&rfd&einU(ä&!eit eine« ereignljfe« unb ble SBal^rfd^eln- 
lid^felt, bafe ba«[elbe nld^t eintritt, ergänzen fi(§ ju l (©erolfel^elt). 
©efefet, unter n gäHen finb m gätte,'ln benen baS ®relgnl3 eintritt, 
fo giebt e« unter n gäHen n — m gätte, In benen baS ®reigniS nld^t 

eintritt. Sllfo ip ble SBal^rfd&elnUd^felt beä ®relgnlffeä -, unb ble 

71' 

aaSa^rfd^elnlld^felt, bafe baSfelbe nld^t eintritt, 

n — mm 
n n 

3. 33. S)le SBaljrfd&elnlld^Ielt, mit 2 SBürfeln 7 ju werfen, Ift ^ 
unb ble Söal^rfd^elnlld^felt, nld&t 7 ju werfen, Ift f. 

3* S)le SBaJ^rfd^elnlld^felt, bafe unter ben nonelnanber unabpn«* 
glgen ©relgnlffen E, F, o, . . Irgenb eine« eintritt, entroeber E, ober 
F, ober ö^, .., Ift ble Summe ber SBal^rfd^elnlld&Jelten ber elnjelnen 
©relgnlffe. 

SewelÄ. SBenn £, f, g elnjeln ble SESal^rfd^elnlld^telten p, q, r 
l^aben, unb überl^aupt unter n gätten w, gäUe finb. In benen e ein*» 
tritt, »22 galle. In benen F eintritt, W3 gäUe, In benen G eintritt, fo 
glebt e« unter N gäHen m, + ^2 + m^ gälle. In benen eine« ber 
erelgnlffe e, f, (? eintritt. Sllfo Ift ble SBal^rfdöelnlld^felt, bafe ent- 
roeber E, ober F^ ober ö^ eintritt, 

m^ + m^ -\- m^ ^^in^ ,rn^ m^ 

N N ~^ 'N '^ N 

= p -\- q -]- r 

3. a S)le aBal^rfd^elnlld^felt, mit 2 SBäürfeln entroeber einen 5Pafd& 
ober 7 au roerfen, Ifi i + i = i- ®le Sffial&rfd&elnll^Ielt, mit 2 SBür* 
fein entroeber 7, ober 8, ober 9 p roerfen, Ifl i + -^ + i = A- 



1 



[g4 ^KUgemeine ^ritl^mett!. 

4» 2)ie ©reigniffe e, f, g, ., l^eifeen lonttät, toenn e« gewife 
ift, bafe eine« berfelben eintritt. 5Rutt ift bie SOBal^rfd^elnlid^feit, ba^ 
enttoeber E, obet f, ober G^, . . eintritt, bie ©umnte ber SBal^rfd^ein^ 
Ud^feiten biefer ©reigniffe (3), unb biefe \)at ben 2Bert 1, weil wi + 
7rt2 + m^ + , , == N, Sllio finb bie ©reigniffe e, F, G, . , fonträr, 
wenn bie Summe il^ter SBal^rfd^einlid^feit ben SSBert 1 (©eroigl^eit) l^at. 

3n«befonbere finb E unb 3lxä)t'E lonträr, b. 1^. e^ ift gewife, 
ba§ entmeber e eintritt, ober e nii^t eintritt 3in ber Stl^at erganjen 
fid^ nad^ (2) bie SBa^rfd&einlid^feiten non E unb von ^tid^UE ju 1. 

5* Sei ben ®reigniifen £, i^, G, . . fann bie relatioe SEBa^r^ 
fd^einlid^feit beiS ©reigniffe^ E in Setrad^t gejogen werben, b. 1^. bie 
aSal^rfdöeinlid^teit, bafe unter ben ereignijfen e, f, g, ,. baS ©reigni« 
E eintritt. SHefe relatit)e SQBatirfd^einlid&feit t)on ^ ift ba^ »erpltni^ 
ber SßBal^rfd^einlid^teit t)on £ ju ber aSaJ^rfd^einlid^Ieit, ba^ eines ber 
©reigniffe E, F, G, . . eintritt. 3)enn na(| ben obigen SSorauSfefeungen 
(3) giebt t& unter wij + ?7?2 + w?^ + . . gäHen »i, plle, in benen 
E eintritt; alfo ift bie relative SBal^rfd^einlid^feit oon E 

m^ N 



W2j + ^2 + mg + . . ^L -i- ^2 I !^ 4_ 



p + q -f- r + , . 



3. S. S)ie aCBa^rid^einlid^feit, mit 3 SJöürfeln 3 gleiche SRummern 
JU werfen, ift -^ S)ie aBa^rf(|einli(3^!eit, mit benfelben SBürfeln nur 

2 gleid^e 5Rummern ju werfen, ift (2) ^'s • ^^^9l- ®^ifP- 2 in (1). 

©al^er ift bie SBa^rfd^einlid^feit, mit 3 SBürfeln mimtet 2 gleid^e 
Jlummern als 3 gleid^e Sflummern ju werfen, 

3 .6.5 ^ 15 
3 . 6 . 5 + 6 ~ 16 

SBenn bie gegebenen ©reigniffe fonträr finb (4), fo ift bie relatioe 
Söal^rfd^einlid^feit eines unter il^nen t)on ber abfoluten SBaljrfd^elnlid^feit 
beSfelben nid[)t oerfd^ieben. 

6* S)ie SBal^rfd^einlid^Ieit, bafe bie ooneinanber unabhängigen 
©reigniffe e, f, G, . . jufammentreffen b. Ij. gleid^jeitig ober in 
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einet beftitututen Drbnung nad^eittanber eintreten, ift ba« 5ßtobuft ber 
SBal^rfd^einlid^feiten ber einzelnen ®reigniffe. 

SeraeiÄ. SBenn unter n gäUen m gälle finb, in benen e eintritt 
(ni(^t F), unb unter n^ gäHen ?n^ gälle, in benen F eintritt (ni(3^t e), 
fo giebt e^ unter nn^ gätten, in benen bie gälle ber erften SKrt mit 
ben gäHen ber jroeiten Slrt iufammentreffen fönnen, mmj gälle, in 
benen ein eintritt von E mit einem eintritt von F jufammentrifft. 
Sllfo ift bie 2Ba^rfd&einlid&Ieit be^ Sufammentreffen« oon E unb F (beS 
jufammengefefeten ereigniffeS eF) 



nn^ n n^ 



§aben bie ©reigniffe E, F, G einzeln bie SOSal^rfd^einlid^feiten p, q, r, 
jo l^at baS Siifammentreffen oon E unb F mit G (bag ©reigniS J5;fG) 
bie SBa^rfd^einlic^feit 

(pq)?' = pqr. U. f. Tu. 

Seifpiel 1. SQäenn bie Urne u 5 weifee unb 7 fd^warje Äugeln 
entl^ält, fo ift bie SBaJ^rfd^einlid^feit, bajs unter 6 l&erauiSgenommenen 

Äugeln 2 meifee ftnb, QQ * (^^f^ 

SBenn bie Urne v 8 meifee unb lo fi^warje Äugeln entl^ält, fo ift 
bie SBal^rfd^einlid^feit, bafe unter 9 l^erauSgenommenen Äugeln 4 meifee 

""'. ©d") ■ ff 

S)ie SBal^rfc^einlid^feit, ba§ unter 6 au5 c/ genommenen Äugeln 2 
wei^e, unb jugleid) unter 9 au^ v genommenen Äugeln 4 meifee [id^ 
befinben, ift bemnad^ 

^5\/7\/8\/10\ . /12^/18\ ^ 3675 ^ J^ 

.2 yUy U A 5 y • V 6 A 9 y 26 74i 7,28 

»eifpiel 2. ©aben bie ©relgniffe E unb F bie SBa^rfd^einlid^- 
feiten p unb 5', fo ift bie SGBal^rfd^einlid^Ieit be^ Sufammentreffen« 

von a unb f pq 

üon E unb SRid&t»'/' • • • i(?(l — g) 

üon Jlid^t-'E unb /^ . . . . (1 — jt?)g 

t)on 5Rid^t*£: unb md)i^F . . (1 — />)(i — q) 

eine« ber 4 jufammengefe|ten ereigniffe mufe eintreten, alfo finb bie-^ 
felben fonträr (4). 3n ber 5tljat ift 

pq + p(l - ^) + (1 ~ v)q + (1 — /0(1 — ?) = 1 
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Seifpiel 3. ^aben bie ®reiflni[fe e, f, G bie äBttM<^^tnlid&=^ 
leiten p, g, r, fo ift bie SQBa^rfd^einlid&feit, bag e nid^t eintritt unb r 
eintritt, (l — p)q) bie SBaJ^rfd^einlid^Ieit bafe E unb F nid^t eintreten 
unb (? eintritt, (1 — p){i ^ q)r; alfo bie aBa^rfd&einlid^feit, bag 
entroeber £ eintritt, ober bafe F eintritt, wenn E nid^t eintritt, ober 
bafe ö^ eintritt, wenn ^ unb F nid^t eintreten, 

/> + (1 - p)? + (1 - p)(l - 9)'- 

SJeifpiel 4. aSenn bie Urne U 5 njeij&e unb 1 fd^toarje Äugele 
unb bie Urne v 3 weiße unb 4 fd^warje Sufleln enthält, fo ift bie 
aBa{|rfd^einlidö!eit, in U ju greifen, i, unb bie SBal^rfd^einlid&teit, bafe 
eine au^ U genommene Äugel weife ift, f. SKlfo ift bie 3GBal)rfd&einIid^=^ 
feit, bttfe bie ergriffene Äugel auS u unb weife ift, i . |. @benfo ift 
bie SBal^rfd^einlid^feit, bafe bie ergriffene Äugel auS V unb weife ift 
^ . f. S)ie Sßal^rfd&einli^feit aber, bafe eine au« einer Don beiben 
Urnen genommene ^gel weife ift, I)at ben SBert (3) 

1 •> _L 1 3 5 3 

Seifpiel 5. SBerben Serfud^e angefteHt, bei benen entweber e 
mit ber SBaljrfd&einlid^feit p, ober F mit ber aaäa^rfd&einlid&Ieit q ein^ 
tritt, fo bafe e unb f fonträr finb unb bie ©umme il^rer SBal^rfd^ein^ 
Ud^Ieiten p + q = i: bann ift bie aSal&rfd^einlid&feit, bafe bei n SSer= 
fud^en fcmal E unb (n — fc)mal F in einer bejiimmten Drbnung 
eintritt, 2^^q'"^' SSon k ©lementen e unb n — fc ßlementen F giebt 

^* ^^^^ fclfa 1 m; ^ermutationen (§. 25, 4), alfo ift bie SSal^r* 

fd^einlid&feit, bafe bei n SSerfud^en fcmal E unb (n — t)mal F in 
beliebiger Drbnung eintritt, 

nl 

fc!(n — il-)! ^"'^' 

S)abei wirb gewife entweber wmal E, ober (n — i)mal E unb imal P, 
ober {n — 2)mal -E unb 2mal F, . ,, ober imal E unb {n — i)mal F, 
ober wmal F eintreten. $jn ber S:^at l^aben bie SBal&rfd&einlid&feiten, 
weld^e aui^ ber gefunbenen gormel entfpringen, wenn k bie SQSerte n, 
n — 1, . ., 1, erl^ält, bie ©umme (p + ^)" = l (§. 23). 

9)ie aSal&rfd&einlid^feit, bafe bei n aSerfud^en wenigften« fcmal E 
eintritt, ift bie Summe ber äBalötfd&einlidöfeiten, bafe E kmal, (k + ly 
mal, . ., wmal eintritt. 5Die SBal^rfd^einlid&telt, bafe bei n SSerfud^en 
llöd^ften« (k — i)mal E eintritt, ift bie Summe ber SBal^rfd&einlidö* 
feiten, bafe E omal, Imal, .., (fc — l)mal eintritt. 2)iefe beiben 
SBal^rfd^einlic^feiten ergänjen fi(^ ju 1. 



«k^n-k 
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sanalofle SJemerluttflen gelten für mel^r fonträre eteigntffe, toeliä^e 
bei einer Steil^e von SSer juiä^en mit beftimmten SBal^tfd&einlid&feiten ein^ 
treten. aSergl ©eibel, SJKünd&ner SSerid^te 1876 p. 44. 

aSeijpiel 6. SBenn man bie SBal^rfdöeinUd&Jeiten, mit einem 
SBürfel bie SUummern 1, 2, 3, . . ju werfen, buriä^ Pt, p^t P^f • • 
bejeid^net, fo ijl Pt + F2 + Ps + • • = l- ®i^ SBa^rfd&einli(i|feit, 
mit einem fold^en SBürfel bei n SBürfen fcmal 1, Zmal % »»mal 3, . . 
unter ber Sebingung fc + z + m + .. = nin beliebiger Drbnung ju 
werfen, ift 

^*' k 1 m 

jH7r;;rrT: ^^^^^^ • • 

5Die aaBtt]^rf(3^einUdöIeiten aber, bie t)erf(3^iebenen Äomplejionen ber n 
SBürfe JU erl^alten, pnb bie einzelnen ©lieber, au^ benen bie ^otenj 
(Pi + Pi + P3 + • .)° beftel)t (§. 27, 2). 

S)ie SBBa^rfd&einlid;feit, bafe bie ©umme ber n geworfenen Sflum^ 
mern s beträgt, ift bie ©umme ber ©lieber oon (pi + P2 + p^ + - O^'r 
bei benen bie ©umme ber 3nbice^ t)on p ben SBert s l^at. S5ertauf4it 
man p^ mit p^x, p.^ mit p^x^, p^ mit p^,x^, . ., fo erfd^eint biefelbe 
SBal^rfi^einlid^teit als goefficient t)on a;» in {p^x H- F2^^ + i'3^^ + • •)''; 

mithin alÄ (Soefftcient t)on o^Mn ^(a? + 0^2 + . . + a;6)^ wenn 

bie SBürfe mit einem t)oIIfommenen gemeinen SBürfel gemacht werben, 
bei welchem px = P2 = • • = i ^P- ^^^fl"- 3Woit)re Mise anal. 

p. 196 unb @uler de partitione numerorum (Nov. Conun. Petrop. 3 

unb 14). 

S)ie 3Q3a^rf(^einlid6feit eine« beftimmten äöurfe« mit n gleid^en 
SEBürfeln ijl nid^t Derfd&ieben üon ber 2Ba]örf(ä&einlid^feit, mit einem 
aOBürfel bei n SBürfen biefelbe Äomplejion ber SRummern ju erhalten. 

7. SBenn bie ©reigniffe e, f, G, . . bie 2Ba^rf(ä&einlid&feiten 
p, q, r, . . I^aben unb fonträr finb, \o ba% p + q + r + , , = 1; 
wenn ferner nad^ SSertrag ber ©intritt von E, F, G, , . jur golge l^at, 
bafe bie 5perfon A, B, C, . . ben ©ewinn S erlangt, fo gebiil^ren t)or 
ber ©ntfd^eibung ben einjelnen ^perfonen bie Slnteile pS, qS, rS, 
. . . ©inb nämlidö itberl&aupt n gätte möglid^, unb ebenfoüiel 5ßerfonen 
üorl&anben, t)on benen bie ite, 2te, 3te, . . ben ©ewinn s erlangt, je 
nad^bem ber ite, 2te, 3te, . . gall eintritt, fo l&aben alle 5ßerfonen 
gleid^en Slnfprud^ auf ^s^, folglid^ gebül^rt vox ber entfd&eibung einer 

leben ^erfon -. 3Benn nun unter ben n gätten m gälle finb, in 
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betten iaS ©reigtti* E eititrttt, fo ^ereittigt bie 5ßetfoti ä itt fid^ bie 
2lttfprä(%e t)ott m jetiet 5ßerfotteit, folglld^ gebührt i^t t)or bet entfd^eu 

buttg ^ '^ b. i. pS, U. f. f. 3tt bet %f)at tfi 

S)ie 5ßrobufte be* ertoattetett ©etültitt^ tnit beti SSBal^tfd&emUd&fettett 

bet ®tlattguttg l^eifeen bte^offtttttigett (partis, exspectationes, sortes) 

bet Detfd&lebettett ^Petfottett auf beti ©etoititi, uttb ^etl&atteti fid& ju 
eltittttbet bet SReil^e ttad^ tote bie aSal^tfd^elttUd^Ieitett, bafe bet ooHe 
©etoititt bett eittjelttett a;eUttel^tnettt jufäHt. 

SBettti bet butd^ bett ©ittttitt eitte« bet lottttätett ©teigtttffe E, F, 
Q, . . t)ott etttet bet 5ßetfottett A, b, c, .. ^u etlattgettbe ©etotttti s 
von bett Sleilttel^tttettt be« SSetttag« aufgebtad^t tuetbett foü, fo tnüffett 
bie SSeittöge betfelbett pS, qS, rS, . . b. 1^. il^teti ipofftiuttgett gleid^ 
feitt, alfo ju eittattbet bet §lei^e ttad^ [xä) t)et]&altett, toie bie SEBal^t«^ 
fd^eittlid^feltett bet ©teigttiffe E, F, O, . . toel^e bie tjetfd^iebetiett 
5Petfottett ettüattett. S)iefelbett Setttöge fittb von A, B, C, .. ju leijlett, 
tDetttt fie jut SQSette obet jutti ©lüdSfpiele ^iS) t)eteittigett ttiit bet S3e^ 
bittguttg, ba^ A, B, C, . . bie ©uttittie bet ®ittfafee getoittttt, je ttad^betti 
E, F, O, ., eittttitt. 

aaSettti ittäbefottbcte A bel^auptet, bafe ba« ©teigtti« E eitttteteti 

loetbe, B abet boS ©egettteil bel^auptet, uttb beibe ju eittet SBette 

fid& t)eteittigett, \o ^at bet eitte pS, bet attbete (1 — p)S eitt}uje|ett, 

1 — ü 
b. 1^. B l^at bettt A ba« ^fad^e etitgegettjubietett. 

©ittfafe uttb ©etoitttt be« Spielet« foHett fid^ t)etl^altett tuie bie 
SBa]^tfd^eitili(3^feitett, ju getüittttett uttb ju t)etlietett. S)etti ©ittfafe be« 
©pielet« tDitb t)ott bet Sottetie obet ©pielbattf ein ©ewinn entgegen-» 
gefefet, bet bie etfotbetUd^e §ö^e nteifi nid^t etteid^t; man ted^net auf 
bie Sufl bet SRenfd^en am ©fwinn oljne 2ltbeit. 



§. 30. 5Die Kettenbrücke. 

(Ödd §. 85 ff.) 

1. SBenn man auj5 ben ©töfeen a unb h butdö fucceffit)e 9)it)i« 
ftonen bie Äette tjon ©leid^ungen 

a =:= bq -\- c 
h z=z er -\- 4 
c = ds -\- e 
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u. f. VD. bilbet, fo tft 

b 1 c 



t 



a , c b , ^ ' 

^ + - r + - 



b 



a , 1 



r ~\- 



1 



« + 



1 



• • • 



®tefe ©ntiDtdeluttfl t)on h : a l^ei^t ein Äettenbtud^ (fractio continuaj, 

111 
gebilbet au* ben ©liebettt — , — , — , . ., unb wirb beÄl^alb aud^ 

tote folgt beieid^net*) 

1 = 1+1 + 1 + ... 

a q r s 

S)te übergefefeten ^Putifte beuten (xn, bafe bo« golgenbe ju bem iebegmal 
oorl^etge^enben Slenner ge^rt. 

S)et Äettenbrud^ bleibt unoetänbett, wenn man ben ^Siiltx unb 
ben 3flennet eine« ©liebe^S unb jugleid^ ben Säblet be« folgenben ©liebe« 
mit berfelben ^al^l multipltciert, roeil j. 35. 

m 1 

mr -\- mx r -\- x 

2. Slu« bet aUgemeinetn Äette oon ©leid^ungen 

Fl« — 9i^i + "2 = ö 



PiUui — qiUi + wi+i= 



*) S3on ben frül^etcr 3^* angel^ötigen Äcttcnbrüd^cn (fractio continue fractaj 
l^at Sotb 93 round er um 1655 eine 5erül^mte ^Inwenbung gemad^t (Wallis opp. l 
p.469). Salb barauf gebraud^te §upgenS bte Äettenbrüd^c unb gob eine ^|eorie 
berfelben (Automatum planetarium um 1682 »erfaßt). @uler ^at ben ^amm 
fractio continua eingefül^rt (Comm. Petrop. 9.); ber 2(u§bru(l ÄettenBrudJ ift im 
Anfang beg I9ten ^a^vh. üblid^ geworben; bie oMge Seseic^nung rü§rt Don 3- ^. %. 
aÄüriet l^er, SCUg. Slrtt^m. 1838. Sefonbem Ruroad^S erl^ielt bie Seigre t)on ben 
Äcttenbrüd^en burdj ©uler (Nov. Comm. 9. Acta 1779 I), 2amp^xt (93eiträge II, 
1 p. 55 unb 140), Sagrange (3wfäftc äur franj. SluSgabe oon ©uferS Sllgebra, 
S^on 1795), ®a\x^ Disq. gen. circa seriem inf. 1812, S«öbiu8 ©rette g. 6 p. 215. 
S)ie l^ier mitgeteilte Sluffaffung biefer Seigre l^at man ©d^eibner ju oerbanfen. 
33eri^tebet Seipj, ®ef. ber SB. 1864. 
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finbct man 

^ _ Px ^ P'I 



U I/o Uf u» 

*» - ? *2 - ^ 

uttb ballet ben Äettenbrud^ 

^ii = ?i _^ ?2 ^ ^3 _:_ 

w ^1 92 % 

S)ie ©rögen ^2 , M3 , w , , . . fönnen nai^ unb nad& fämtlid^ butd^ 
u unb Ml mit $ilfe t)on Pi , ;?2 ^ • • r S'i f ^'2 f • • ^uSflebrildt werben. 
SKu« ben SRefuUaten 

erplt man bann 

!^ _ ii = _!j. ^1 ^i+i ^ ""i+i 

SBenn nun — unb -t^ entgegengefeite ßal^len ftnb, fo liegt berÄetten== 

brud^ — äwifd^en ben ©renjen — unb— "t-, roeld^e beSl^alb SRäl^e* 

tung^brü(ä^e Ijeifeen. Unb wenn w„ üerfd^winbet, fo ift - = -"• 
5Rad& aSotftel^enbem l^at man 

H2 qx ' Wf ?2 9^3 " 

A =^ ?1 _L. ?2 ^ = ?3 _L. ?4 _._ 

f^ 9\ 92 ' «^2 «'s 9'4 " 

^4 Ö'l ^2 ^3' «3 ^4 0^5 

u. f. m. 

3* 3ur Sefitmmuttg bet ©töfeen Aj unb ^j genügt bie ©emetfung, 
bafe nad^ (2) für Beliebige SJBette t)on u unb uj 

fein mufe. S)aju mirb erforbert, bafe bie ©oefficienten t)on u unb wj 
mfd^TOinben (Sllgebta §. 4), b. ^. 



w, — 


f^\^i 




AjW, 


"2 — 


f^2^\ 




k^U, 


unb bemnad^ 








^3 


h^2 




KP2 


^4 - 


h% 




^2^3 


u. f. n). 
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S)iefe* ©pftem bient jut fucceffioen SSeted^nung ber ©tögen A unb ^. 

S)ettn matt l^at 

folglid^ ^1=0, iM, == 1 
folglid^ ^2 = p, , ^2 = 9^1 

^ = ^29'2 — (^\P2 
^4 == ^35'3 — (hP% 



4* 3luS bettt gefunbenen @#em (3) 

^i-i Pi — i"i 9i + i"i+i = ö 
folge« bie Sftelattonett 

5Run x\iliiiy — ;i,^2 = P\f folglld^ ^.^^2 — ^2i"3 = P\Pi[ -f <^Uo 

K\-\ ^ P\ ^ ' Pj \-\-\ ^Vl ^1 • • ^^-l ^i 

Salbet etgtebt fid^ 

ft+1 /^2 \/^3 ^2^ * ^i^i+1 ft 

^Pl JL. PiPl + ^&S I l_ ^1 • • ^i 

9\ i^^3 1^3 i^4 ** f^i/^i^i 

jur Sluflöfung eltte^ Äcttenbrud^^ itt eitt ^polpnomium, .ttad^ toeld^etn 
ber Äettettbtud^ beutteilt wetbett fantt, befonbet« itt bem gaUe, ba|3 
bie Slttjal^l feitter ©liebet uttettblid^ gtofe x% 

5. Sluä bettt obigett ©tiftem (2) 





«i 




ft«l - 


X.u 






"i+i 




ft+l"l ~" 


-^i+l« 




folgen bU ütelationen 












Vi"i ~ 


- i«i« 


i+l 


(V 


i-^l 


Vi)" 



alfo (4) 
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6tne al^ttlid&e SHelation befielet jiDifd^en 3 beliebigen ©tö^en u unb tonn 
au8 bem 6t)ftem 

"h = ^h*^! — K^ 

abgeleitet werben. 

6* SKu^ ben flefunbenen SEBerten (4) etßiebt fid^ 

3Benn nun bie Qa\)Un p^, p^, . . negatio unb bie S<^^^^ ^ pofitiö 
finb, fo n)irb fi.^^ > — fl^^^ p^ (3) b. §. bie 3)iffetenjen ber f olgenben 

l 

** Studie — bilben eine faHenbe 9lei^e mit abroed^felnben 3^i<$^tt. 

3flun ift 

h _h ^^ P\P2 
^h ^2 fh f 3 

negatit), folglid^ 

22 U3*^_4 ^*^ ^ ^ ^* _6 -^ "> 

i"2 i"3 i"4 i"3 ^'4 ^5 f^6 /'s 

l l X 

^^2 f*4 f'6 

_\ < ^ < ^ < . . 
/'3 ^5 if^7 

7* SBenn bie S^^^^^ P ©inl^eiten unb bie S^^tn q ganje 3<*^l^n 
finb, fo finb A. unb fi^ relatioe ^rimjal^len. S)enn il^r größter gemein^ 

fd^aftlid^er 35it)ifor gel^t in ^j^^^i^ — -^i^^'i+i ^^f ^^^ *^^^ bemnad^ (4) 
eine ©inljelt nid^t überfteigen. 

SBenn pi = i, p^ ^^ p.^ = . . = — i unb q^, q^ . . pofitioe 

ganje Brillen finb, fo bilben bie Otogen ^it ht - *, M2f fhf •• ft^*** 
genbe SHeil^en, unb jroei folgenbe Ml^erungSbrüd^e fönnen nid^t ben 
Quotienten ganjer 8a})Un a unb h einfd&lie^en, t)on benen h jroifd^en 
ben 3flennem ber beiben 3läl^erung8brüd^e liegt. SBäre 
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fo TDäte 

Toeil af^^ — bl^ gatij uttb von Derfd^ieben ift. 

SBeifpiel. Um einen öttottenteti gattjer S^W^ butd^ Ouotien* 
ten fleineret ganjet ^a^m mit gröfeter SKnnä^etung an&iuht&ätn, vtx^ 
Toanbelt man il^n nad^ (1) in einen Äettenbrnd^ unb beted&net bie 
SRäl^erungSbtüd^e. Wtan finbet 

5829 ^ iililiAilililii; i;i 

7834 T"^2"^l"^9"^l"^3"^l"^l"*"6"^3 

mit ben ittebuciblen §Uäl&etung8brüd^en 

1 2 3 29 32 125 J^ 282 1849 
1' 3' 4' 39' 43' 168' 211' 379' 2485 

®ie SSrüd^e --, ^, 43' ' • ^^^^^^ ^^^^ ^^^ i^ ^^^ gegebenen 

2 29 

^xuä) fattenbe Sleil^e, bie Studie ^ oq / • • ^^^^ ebenbal^in fleigenbe 

125 

gieil^e. S)er gegebene 8rud& mitb burd^ ben Srud^ -r^ mit bem 

1 1 

^^^''^^ 168 211 ^ 1682 ttuSgebrüdEt, unb genauer aU burd& irgenb 

einen Stud^, beffen 5Renner 211 nid&t etreid^t unb beffen S^^^^ ci«e 
flanje Sal^l ift. 

8» saSenn Pi, P2f p^f - - pofitiüe ganje gal^len finb, fo l^at ber 
unenblid^e Settenbru(^ 

Pi ' P2 ' PZ ' 



ben SBett 1*). ^tm man ^at (3) 

KiPi — K(Pi + 1) + ^i+i = 

^i+i — -^i =^ (^ — ^i-i)^i 

5Run iji ^3—^2 = (^2 — K)P2 = /^i/'2r • -f <»lfo ^j^i — ^i = 
-Pi • • i^i l>- ^- ^2 f ^3 f • • » 1^2 , iWg , . . finb fteigenbe Steü^en poptiuet 

ganjet Z^^tti. g^tner i^at man 

i"i4.i — \^x = (i"i -- >li)(Pi + 1) — (i"i.i — ^i.i);>i 



*) SBergl. Segcnbre G^om. Note 4. 
»attjer. I. 7. «ufC. 13 
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9lm ifl ^, — A, =1, ^2 — ^ = t Hz— h = Pt + ^ " Pi 

= 1, u. f. 10. %olAvSi 1 ^ = — unb 

/'s /*! 
lim— = 1, t = OD 

9* SBenn i^i , Pi, . ., q^, q^, . . poftttpe ganje 3^Ien finb unb 
wn einer befUmmten Plummer an ^i > pi + 1, ^h-i > ph-i + l, . . , 
fo ^at bet cojA unenblid^ niel pofttioen ober negatioen @Uebem 

— » "^f . . gebilbete ^ttenbrud^ einen irrationalen SBert unter i. 

Seweid. 3Ran bilbe fflr ben gegebenen Aettenbrud^ 9lefle oon 
ber §omt 

^k-l ^k — S'k+l ■" ^k+2 ~ * " 

2>ann l^at man 

^k ^k . 

~- = ^ — ' ± ^k+i = Vii'k — ^k^k 

^k + — ^ 

aifo jtttb, vQtaxi j. 8. ©j.i unb »^ ganje 3^len finb, atte v gange 

3tt§len, unb ber ÄettenbrucI ^at einen rationalen SSBert. 
9lad^ ber 93orau^fe|ung ifl aber 

folglid& 



Pi < 9^i — 1 < ö'i ± 







?.+ 


P»+i 

5i+i 


3i+l + 


V2 

V» 








3i 


Vi ?i+2 


< 1 


u. 


f. U). 


ällfo rmb 


"i 

"l-l 


Vi Va 

*! »i+l 


e(|te !6rß(i^e. 



©efeftt nun, t?,.^ unb Vj wären ganje Sfiiiltn, fo bilbeten bie ganjen 
3a|len v^_^^ v^, v^^^, . . eine faUenbe Sleil&e mit ber ©renje 0, gegen 
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bie SorauSfefeung, bafe fein aiejl be« gegebenen Äettenbtud&Ä t)etf(]^n)tnbet 
S)enina(^ fann bet Äettenbrui^ einen rationalen Säett nid^t l^aben. 



§. 31. S)ie ©Eponentialrcil^e. 

1, I. gine unenblid&e SReilje b. f). ein ^ßol^nomium von un^ 
enblid^ vid ©liebem wo + «^ + «2 + . . iji im allgemeinen nid^t ber 
aiujSbtud einet beftimmten ©töfee, fonbem nur bann, wenn fie ton^ 
t)ergent*) ifi, b. 1^. wenn unter il^ren ©liebern eine bejiimmte SRenge 
fo aujSgewäl^lt werben fann, ba§ bie Summe ber übrigen ©lieber be^ 
lielng Hein ijl. SBenn bie unenblid^e Steil^e burd^ bie Summe il^rer n 
erften ©lieber auÄgebrüdt wirb mit einem geiler, beffen abfoluter 
SBert bie gegebene pofttioe Söi&l ^ ttid^t überfteigt, fo lon^ergiert bie 
SReilde unb l&at um fo Heinere Äonoergenj, ie größer bie bei ber ge*» 
gebenen g^l^lergren^e e l^inreid^enbe S^^l n ift. Sei tjerfd^minbenber 
Äont)ergenj ift bie unenblid^e 3teü&e lein brauchbarer StuÄbrud einer 
©röfee; eine nid&t font)ergente Sfleil^e l^eifet biuergent. 

IL ©ie einfad^ilen Seifpiele font)ergenter Steigen finb ber unenb^ 
lid^e S)ecimalbrud& unb bie unenblid&e fallenbe geometrifd&e ^rogreffton. 
SBenn x ein realer ed^ter 5Brud& ifi, fo l^at bie unenblid^e Sleü&e l + x 

+ a?2 -j- . . ben SDäert ^ , unb mirb burd^ bie n erften ©lieber 

1 X 



x^ 



1 + a; + a:2 -|- . . 4- x^'^ auSgebrüdEt mit bem geiler _ . S)er 

gel^ler ift < b, menn bie Slnjal^l n fo grofe genommen mirb , ba& 
ar^ < e(l — x). SSergl. §. li, 8. §. 12 unb 22. »ei größeren x mufe 
für benfelben B^edl bie Slnja^l n oergröfeert werben; bie Äonuergeng 
ber ^ßrogreffton wirb geringer. SQSenn a; big l fteigt, fo iji feine enb^ 
lid^e Slnjal^l n genfigenb; bie fionoergenj ber 5progref fion oerfd^minbet. 

Sei allen pofiti^en a? < i ift bie unenblid&e Sfteü^e 

X + a?(l — x) -\- x{X — xY + . . 

fonoergent unb ][iat ben SEßert . _^. _ n = if meld^er burd^ bie n 

erjien ©lieber au«gebrüdEt wirb mit bem gel^ler (l — xy. S)iefer gel&ler 
ijl < €, wenn bei gegebenen x eine l^inreid^enb gro|e 2lnja]^l n t)on 
©liebem fummiert wirb. Sei fleineren x mufe n cergröfeert werben. 



*) Series infinita convergens nad^ Newton, ber guetfi imenblid^e Stetigen 
(^otensrei^ctt) jur 3)arfteIIun9 t)on ^tö^en in umfaffcnbct SBeife angcwenbet Ijiat. 

13* 
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bei oeifiigitimbenben ^ tft Feine enbU<$e 9lttjal)l r ^tnteidlienb. 3" bei 
2fwt ^at bei a; = bie Sei^ iti^t ben SBert 1, jonbem o. 

IIL iSei {)ofittiKn a iß bie unenbltt^e Steige 

tonpergent, menn « > 1. Surc^ Sßeteitiigung oon 2, 4, 8, . . ©lic- 
betn finbet man') 

3- + 4. J- 4. 

c^a ' Ra ' ^- ' &• -^ «" 



u- f. TD-, bogeflen 



1 



L + i_ + L + L<^ 

^. T^ f;» T^ ß. T^ -J. ^- :< 



u. f. m. ^olgli^ liegt bie t>etra<$tete S^i^e iutfij&en 

SHe eingefdiloffene 91ei^e ift eine geometrifdde ^ogreffion; aber nur 
bann faDenb, roenn « > 1, unb bat untet biefet 3}oratt8fe|ung ben 

lEBect ^—^- äl(o ift j. ». bie unenbli^e Sftei^e 

(bie fogenannte ^arnionif($c Steige, älgebrag. 1, 9) ntc&t tonoergent. 
%aä) bie Steigen 

! + * + * + •• utib i + i + j + .. 
finb nic&t (onDetgent; benn bie ©liebet bet erpen Mei^e iiitb gröfeejc 
als bie ©lieber ber {nieiten 9lei^e, unb biefe ftnb ^alb \o grog al£ bie 
©lieber bet Steige 1 + i + ^ + . . . 

IV. SßJenn r poUti» Qa^h \o ift 

r(r + 1) ^ r + 1 r 

1,1 ' 



(r-l),-' , -r-1 



$oiiiJot bei StaiitPtllt Melanies d'analjBe 1815 p 

Snt Eaiiit(9 gegeben Analyse alg^r. c. 6, §.3. Sc 
I 1&. 
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+ 4-i 



2.3 ' 3 2 
1 1 



1.2 ' 2 

folgli(i^ butd^ 3lbbition bet Jlolonnen 



^ + TT^y + • • + rr^r^ = 1 - 



1 . 2 ' 2 . 3 ' ' r(r + 1) r + 1 

©al^et ifi bic ttttenblid^e Üteii^c -r^ + ^^ + . . = l. 3lutt ifl 

^ 1.2"^ 2.3 "^' 

folgltd^ 1 — i + i — i + ..<l, eine loriDetgente Steige, aber Dott 
fleringet Äonüerßenj, toeil bie ©umme ber Sftetl^e mit einem f leinen 
geißlet nur au« einer großen Slnjap von ©liebem gefunben n)itb. 

V. SBenn haS ©lieb u^ = a^ + ihr lomplej*) ift bei r = o, 
1, 2, . ., fo ift bie Sfteil^e «o + "i + ^2 + • • font)ergent unter ber 
SBebingung, unb ni(ä^t ol&ne bie Sebingung, bafe bie Sleil^en a^ + a, 

+ «2 + • • wnb *o + ^1 + *2 + • • 6eibe font)ergent finb. 

S)er abfolute SSSert (Setrag, üJlobul, ©röfee) ber Sal&l w, wirb 
burd^ \th\ begeid^net; bann iji (§. 16, 10) 

l"0 + "l + «2 + ..| < |Mo| + |Wi| + IW2I + •• 

saSenn nun bie Sfteil^e ber abf oluten SSSerte ber ©lieber | «o I + 1 ^1 1 + • • 
Iont)ergent ijl, fo ifi bie 3leil^e uq + u^ + u^ + .. font)ergent, unb 
wirb abfolut fonoergent (unbebingt lonoergent) genannt. S)abei 
finb au(ä& bie Sleil^en «o + «1 + ♦ • unb *o + *i + • • abfolut lonnergent, 
weil TOeber |ar| nod& \br\ ben SBert |w,| überfteigt 

VL ^tnn bie ©lieber uq, w,, u^, . . pofitit) ftnb, j. S. bie ab* 
foluten saSerte ber ©lieber einer unenbli(ä&en Steil^e von po|iitit)en unb 
negativen ober non fomplefen ©liebern, unb xotnn non bem ©lieb u^ 
an bie folgenben ©lieber bie ©lieber einer fattenben geometrifd&en 
^Progrefjion nid&t ilberfieigen, b. 1^. (g < l) 

fo iji bie unenblid^e SReil&e mo + u^ + uj + . . fonoergent unb wirb 



•) 3)ic füexf^m fomplejer ©liebet finb t)on (BvlUv, umfaffenber von ©aufi^ 
1821 Anal. alg. c. 9 unb Nouv. Exerdces 1840 t. S, unb t)Ott Sll&el 1826 (SreUe 
3. 1 p. 313 hetxa^tet toorben. 
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bvitö) i^re k + r etfien ©lieber «o + u^ + . . + u^+^a auägebtildt 
mit bem gel&let: 

Wk+r + Wk+r+i + . . < Wk^'d + q + q^ + ' ^) < ^ _ 
weld^et eine t)orflef(]^riebette geJ^lergrenje « nid^t ertcid^t, wenn 

Wk 

S)ie« toirb butd& einen bejlitnmten Sjponenten r geleitet, weil g' ein 
ed&ter S3tttd& (II). 

2* I. aBenn eine unenblid&e Sfteü^e t)on pofitipen unb neflatit)en 
in beftimmtet Dtbnung gegebenen ©liebern nid^it abfolut fonoergent 
ift (1. V), aber eine beftimmte Äonoergenj l^at unb einen 2Bert, weld^er 
mit beliebig Ileinem gel^ler burd^ bie n erften ©lieber ber Sfteii^e au«- 
gebrftdt wirb, fo erl^ält fie burd^ t)eränberte (Sinfiellung ber negatiöen 
©lieber swifd^en bie pofttioen ©lieber im aUgemeinen eine anbere Xon* 
tjergenj unb einen anbern SBert, ober fie prt auf lonoergent ju fein, 
©ine fold^e Sfteil^e ift bebingt lonoergent genannt roorben; il^re 
Äont)ergenj unb i^r SBert ijl abl^angig t)on ber gegebenen Slnorbnung 
ber ©lieber, roäl^tenb eine abfolut lonoergente Sfteil&e einen oon ber 
ainorbnung il^rer ©lieber unabl^dngigen 2Bert l^at*). 3- 83. bie unenb* 
lid^e Sleil&e bei pofitioen a 

111 

^ "~ 2^ + 3^ "" 4^ + • • 

l^at bei ungeraben k bie fjortfeftung 

i J , {_L _ _ I \ , 

k- (k + 1)« "^ \(k + 2)- (fc + 3)V ^ • • 

^ \{k + 1)„ {k + 2)«; • • 

111 1 

meld&e jwifd&en ^ — jf-rrTy ^^^ y^ Uegenb weniger al« -; beträgt 
unb bei l&inreid&enb großen k beliebig Hein wirb, älfo ift bie Sleil^e 

1^1-. l_-l4. 

bei pofititjen a fonoergent, wä^renb fie nur bei « > l abfolut fon-» 
oergent ift (i. IH). aRan bilbe nun 

*) »emerluttö S^iridJIctS (2l51^anbr. bct »etliner 3«ab. 1837 p. 48). Xie^e^ 
fonbcr^eit foficnanntcr fcmüottoetgetttcc SlciJ^en war DOttScoenbrc 1811 Exerc. 
de calcul integral 1. 1 p. 267 bcmerft worben. SSergl. @au|' Slcifie 1812, SBerfe 3 
p. 152. Äacrois Traite t. 3 art. 1000. 
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tr = 



(2r — 1)« (2r)' 



^ __1 !__ _1 1_ 

"' (4r — . 3)« (4r — 2)« "^ (4r — 1)« (4r)« 

^ 1 , 1 1 

^' (4r — 3)« "^ (4r — 1)« (2r)« 

JBann J&abett bie Steü^ett «, + «2 + • • unb w, + «2 + • • biefelben 
©lieber in berfelbert Dtbnung, unb bei Derfd&iebenet Äortöergen} ben^ 

felben ®ett, weil «i + W2 + . • + Wn = ^i + ^2 + • • + ^2«. 2)a* 
gegen l^at bie Stetige 

., + ., + .. = (i + L-i)+(i, + L-y + .. 

biefelbeti ©liebet in anbrer Drbnung. Sflun finbet man 

, ^r , 2 — 2» 

-^ = "' + 2^ + -(47)«- 

folglidö ifl bie Slleilje 

1 

«^1 + «^2 + • • = w, + ^2 + • . + 2«(^i + '2 + • •) 

^ 4« V 2« ^ 3« ^ • 7 

bei a > 1 !ont)etgent, aber t)on anbrer Aont)ergeni unb anbrem 

aSBert atö bie Sfteil^e ^^ + ^2 + . . - Sei « < 1 iji bie Sfteil&e v^ + v^+., 

1 1 
nid&t fontjergent, weil ^ + 0^ + 0; + • • ^*4t !ont)ergent ifl;. 

IL SBenn eine SReil^e öon pofttiDen ©liebern unb eine SReil^e t)on 
negatit)en ©liebern jebe für fid^ bioergent ip, unb wenn bie folgenben 
©lieber berfelben niel^r unb mel^r ber ^vSi fid& naivem, fo fann a\a 
beiben burd& fucceffit)e ©inreil^ung ber (negatit)en) ©lieber ber jioeiten 
SRei^e jwifd&en bie (pofitipen) ©lieber ber erften Sfteil^e eine font)ergente 
unenblid^e Steü^e gebilbet n^erben, beren äßert mn ber älnorbnung ber 
©lieber abpngt*). 

S>amit bie SReil^e ben beliebig gegebenen pofttit)en aSert c avä* 
brüde, nel^nte man fo lange ©lieber ber erfien Steil^e, büS bie @umme 
über C fteigt, bann f o lange ©lieber ber jmeiten Stellte, büS bie @umme 
unter C fällt, u. f. xo. abwed^felnb. J)er gel^ler ber Summe überfieigt 



*) ^iemann 1854 über bie ttigonomettifd^en 9leil^en. ®ött. ^IBl^anbl. ^. 13, 
äBerfe p. 221. 
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nid^t ben Setrag ifycti Ie|ten @liebed unb luirb nad^ ^mteid^enber 
3ortfe|ung bed angesetgten Setfa^end bettebig neht. 

IlL @tne beftinunte {onoergente 9let^e a befielt auS einem $019^ 
nontium ä vtm enbli^t @lieberia§l itnb bet unenblid^ Sortfe^ung 
a bet 9(tt, ba^ bei l^inteid^b oielen @liebem be^ ^olpitamium ä bie 
Sottfe^ung a beliebig fkin iß. @benfo fei bie {onoergente Steige 
b = B-\- ß, mitl^itt 

a + b = Ä + a + B + ß 

1 1 

3nbem man A unb 5 fo befltmntt, bafe ;«: < - unb ß < ^^e, 
erpit man 

gemer ifi ab = {ä + a){B + /3) == aö + ^a + (A + a)/9. 3nbem 
man B unb ^ fo beftimmt, bafe 

li?i < ^ unb ja; < ' 



2\a\ ' ' ^ 2|J5; 

etl&äU man \Ba-\- {A + a)ß\ < s, folglid^ 

a6 — ^^1 < s 



Demnad^ metben bie ©umme a-\- b unb baS 5ßtobuft ab Iont)er^ 
genter Stetigen burd& bie ©umme A-\- b unb bo« 5jJrobuft ab x)on 
^olpnomicn t)on enblid^en ©lieber jal^len auÄgebrüdt mit beliebig Ileinen 
fjei^lem. 3Ran red&net mit einer enblid^en SRenge foncergenter Sfteil^en 
mie mit irrationalen ^(ä^ltti (§. 16, 4). Slber bie unenblid^en 3leil&en, 
beren ©lieber man burd^ Slbbition unb aWultiplifation ber ©lieber t)on 
nid&t abfolut font)ergenten 3let|en bilbet, finb nid^t unabpngig t)on 
ber Drbnung i^rer ©lieber (I). 3Sergl. ßaud^ti Anal. alg. c 6 unb 
Slbel ereile ^. l p. 311. 

3. 1. (Sine Variable wirb auf ein befiimmte« ©ebiet (Sereid^, 

SB^ir!, champ, region, domaine, district) befd^ränft, xotXVX il^re SBerte 

auf ber S^l^lenebene (§. 16, 10) 5ßunlte l^aben, meldte einer beflimmten 
Sinie ber '^a\Um\^v\t angel^ören, ober bafelbft t)on einem beftimmten 
^Perimeter eingefd^loffen (umgeben) werben, ©in jufammenpngenbeiS 
©ebiet befielet enttoeber au« einer ©tredte (Sogen) ber S^l^lenebene ober 
au« einer 5pianfigur t)on einer S^tte, beren 5ßerimeter fid& felbft nid^t 
fd^neibet, unb umfaßt bemnad^ eine einfädle ©erie ober eine S)oppelferie 
üon aOBerten ber Variablen. ®in ©ebiet im weitem ©inne befielt au« 
getrennten ©tredten ober au« einer 5pianfigur x)on mel^r Sitten. S)a« 
©ebiet ber realen 3a^len t)on — 1 bi« 2 (ein 3nt eroall) ift bie 
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©trede, in bereu ©ttbputtften bie ®te«jen — i unb % bte utitete unb 
bie obere ©renje be« QnterDall«, \\S^ befinben. SSon ber 3ä&1 « l>t3 
jur B^i'Öl ^ fli^^t ^* «uf ber Sct^l^nebene einen filrjeften SBeg unb be* 
liebig uiel anbere Sffiege auf Sinien lomplejer B^i^len. 

SBenn y t)on x abpngt ber SIrt, bafe jebem x eine^ gegebenen 
©ebietö ein befiimmte« y entfprid^t, io l^eifet y eine beftimmte gunitlon 
t)on X (Sllgebra §. 2). S)em gegebenen ©ebiet ber SSariablen x ent*» 
fprid^t ein beftimmteä ©ebiet ber gunition y, unb bie gunftion l^eifet 
bemgemäfe beftimmt in bem gegebenen ©ebiet ber SSariablen. 

n. aaSenn bie ©lieber einer unenblid&en Slleil&e t)on ber Variablen 
X abpngen, fo l^at bie Sfteil&e bei »erfii^iebenen x größere ober Heinere 
Äont)ergen8, ober fie ifi bit)ergent. S)aÄ ©ebiet ber SSariablen, in roeld&em 
bie Steige fonoergent ifi, b. 1^. ba« ©ebiet ber SBerte x, bei welchen 
bie Sleil&e fontjergent ift, wirb baS Äont)ergenjgebiet ber Sfteil&e 
genannt. S)ie SReil^e bient al8 Definition einer einbeutig be^ 
jiintmten gunition ber auf baä ÄonT)ergenjgebiet befd^ränf^ 
ten aSariablen. gür 3QBerte ber Variablen, wel^e bem Äonoergenj* 
gebiet nid^t angepren, b. ^. bei roeliä^en bie Sfteil^e feine enbliiä&e Äon- 
Dergenj l^at, wirb bie gunition burd& bie SHeil^^ nid&t befiniert. Sleil^en 
mit beftimmten Äonoergenjgebieten finb namentli(i^ bie ^Potenjreil^e 
t)on X 

bei gegebenen ©oefpcienten, unb bie barauÄ entfpringenben trigono* 
metrifd^en Steil^en t)on c», j. SB. 

«0 + ttj cos CO + 02 COS 2o:> + . . 

III. SQ3enn feine« ber pofitioen ©lieber a^, a^b^ a^h*^, . . bie ©röfee 
c überfteigt, fo ift bie $otenjreil^e von x 

font)ergent bei allen x, bereu abfolute 3Berte b nxä)t errei(§en. S)enn 
bie ©lieber biefer SReil^e überfteigen nid^t bie ©lieber ber faHenben 
geometrifd^en 5ßrogreffion 



' 2 

X x^ 



folglid^ iji fie abfolut fonoergent (l. VI). S3ei benfelben x lonoergieren 
jugleid^ bie abgeleiteten Sleil^en 

{B) a^x + |a,a:2 _|_ ^a^x^ + . . 

b. i. x{aQ + \a^x + ^a^x^ + . .), UUb 

(C) aj + 202«: + 3a3 a;^ + . . . 



202 $mgemeine «rit^metü. 

a)ie ©liebet ber Stelle C überfteigeti nm bte ©liebet 

j' T y ^T P' •• 

weld&e Don einem befiimmten ©lieb m bie ©liebet einet fattenben 
geomettifd^en ^ßtogteffion nid&t etteid^en. "S^txvx man finbet 

\^, f < . (§. 12, 3) 

u. f. w., unb q <\, wenn ä: > .-^— . 

IV. äßenn nut teale x in Settad^t flejogen wetben, fo finb bie 
^ßotenjteil^en A, b, c fonoetgent untet bet Sebingung \x\ < b; i\)t 
Äont)etgenjgebiet ift bie ©ttede, weld&e jwifd^en — 6 unb i^ enthalten 
ifi. S3ei üetj'd&iebenen x biefet ©ttede l^aben bie SReil^en im allgemeinen 
t)etf d&iebene Äonoetgenj, bei o: = o bie gtöfete, bei mad&fenben \x\ ab^ 
nel^menbe, bei aKen x enblid^e Äont)etgenj. 3ln ben ©tenjen be« 
ÄonDetgenjgebiete« ift bie Äont)etgenj bet Sfteifien im allgemeinen nid^t 
jtt entfd^eiben. 

83ei fomplejen SBetten bet ©oefficienten a unb bet SSatioblen x 
ifi bie 5ßotenjtei^e A von x nebfl ben jugel&ötigen 5ßotenjteil&en B unb 
C font)etgent unb jmat abfolut Iont)etgent, wenn \x\ < \b\, b. 1^. 
bei allen x, beten ^untte auf bet Sal^lenebene eingefd^loffen (umgeben) 
♦inb von bem Ätei«, beffen ßenttum bet SRuttpunlt unb bejfen 91abiu8 
— IftI ift. S)iefet baiS Äonoetgenjgebiet bet 5ßoten§teil&e einfd^liefeenbe 
Ätei« Reifet bet Äont)etgen}IteiÄ bet 5ßotenjteil^e. Sei t)etfd^ie^ 
benen x be8 eingefd^lojf enen Äonüetgenjgebiete« l^aben bie 5ßotenjteilöen 
A, B, C im aEgemeinen t)etfd&iebene ÄouDetgenj, bei a? = bie gtöfete, 
bei mad^fenben \x\ abnel^menbe, bei atten x enblid^e Äont)etgenj, 
5Det Slabiu« be8 Äont)etgenjIteife8 ift nad& ben ßoefficiettten a bet 
5ßotenjteil^e Detfd^ieben jmif^en unb oo. Sei bet ^otenjteil^e tjon 

X — p 

«0 + «i(^ — i^) + «2 {^—py + '' 

l&at il&t ßonoetgenjftei^ ba« Senttum p. 

»eifpiele. 1) 1 + x + x'^ + . , {i. II) ifi eine ^Potenjteil^e 
t)on Xf beten fiont)etgenjIteiÄ um ben SRuBpunlt mit bem Slabiu« l 
tefd^tieben witb. gilt alle x be« Äont)etgenjgebiete« l^at bie SReil^e ben 
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aSBert -. , bei n)a<]^fettben \oc\ mit abnel^tttettbet Äonoetflenj. ^tnn 

X auf ober aufeer bem fionoetgenjlrei« liegt, fo iji bie Sfteil^e nid&t 
Iont)etgent. 2)ie jugel^örigen JHeiJ^en 

a? + i^^ + i^^ + . . Uttb 1 + 2a? + 3a;2 + . , 

l^abett benfelbeti ÄonDergenjftei^; bie etftete louDetgiert nod^i bei 
a? = — 1 (1. IV). 

2) o: + a?(i — o;) + ^(1 — ^)^ + . . (1. H) ift eitte ^ßotettjtei^e 
t)on 1 — a?, beten ÄowetgenjJtetö um ben ^Punlt l mit bem Slabiu« l 
befd&tieben wirb. S3ei aUeti a? be8 eingefd^loffenen Sonoergenjgebiete^, 
ittSbefottbere bei realen x jtoifiä&en unb % l^at bie SReil^e ben SBert l, 
mit größter Äonoergenj bei a? c= i, u. f. m. Sei a? = 2 ift bie Steil^e 
nid&t font)ergent; bei t)erfd&n)inbenben x l^at bie Slei^e üerjd&roinbenbe 
SouDergenj; bei o? = l^at fie nid^t ben SBert 1, fonbern 0. 

3) 1 + a; + 2!a;2 ^ 313.3 ^ _ jjj ^ine ^ßotettjreil^e oon x mit 
ber gortfefeung 

(fc + l)!a;''+i + (fc+2)Ia;k+2 4-.. = ifc!a;k{(fc + l)a;4-(A; + l)(;fc4-2)a;2 + ..| 

SBBenn nun (ä; + l)|a;| > \, fo ift {k + 2)|a:| > 1, u. f; m., alfo ^at 
bie gortfeftung feinen enblic^en aBert. S)ie 5ßotenjreifie l^at bei a; = 
ben aBert 1, bei anbern x ift fie nid^t font)ergent, i^r fiont)ergenjIrei« 
l^at ben StabiuS 0. 

4) Sei ber ^ßotenireil&e ^jon x 



x^ . x^ 



1 + 0^ + ^ + 3-, + . 



ifl 



^k+l ^k 



Qc + 1)! • kl 



X 



k+ 1 



< 1 



unter ber Sebingung k + 1 ;> \x\, m\.xo, golglid^ l^at biefe ^ßotenj* 
reil^e einen unenblid&en Äont)ergenjfrei« , fie ift fontjergent bei allen 
enblid^en x, 

V. Slnbre unenblic^e Sleil^en, beren ©lieber von einer Variablen 
abl^ängen, l^aben anber« begrenjte Äonoergenjgebiete. 

1) S)ie ^ßotenjreü^e t)on - 

X 

X x^ 

l^abe einen Äont)ergenjtrei« tjom Slabiu« -, b. f). fie fei fonoergent bei 
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Slllgemelne Xrit^mettf. 



aOen 



X 



< 



5Dantt ijl fie Iottt)etflettt bei oDeti !a:| > c. ©te 



^otenjrei^e Don x 

I^abe einen ÄontjetflenjftetÄ t)om SRabiu« dz> c, b. 1^. fte fei fonoergent 
bei aViVX |x| < d. golgUd^ ijl bie Sfteü^e ä + ^ lonoetflent bei allen 
\x\ jtoifd^en c unb d, il^r ÄonDergenjgebiet toirb burd^ bie beiben con^ 
centtifd^en Äteife begtenjt. 

2) S)ie unenblid^e 9leil&e 



2? = 1 + 



= 1 + 



1 



X -\- X" 
X 



r + 



1 



+ 



x*^ -\- 5r2 
a:2 



+ .. 



+ •. 



l^at ein unenblid^e* ßonoetgenjflebiet beiberfeitö be« auf bet ^(äiXtn^ 
ebene um ben 9luIIputtft mit beut 3labiu3 l befd^tiebenen Äreife«. Sei 
a;| = 1 iji Ä nid^t lonoetgent (l. HI). Sei lar|< i j. ». kl = i — « 
ift l^'^l < 1 -a, folglid& 

|1 +a:ak| -> Y — \x^\>\ — {\ — a) 



X' 



ar2k 4- 1 



< 



a;* 
a 



für fc = 1, 2, ..; fo bafe a\R\ < l + |a:| + |a;2H- . . . Sllfo ^at 

-ß bei 1 a: ! < 1 einen enblid^en ffiert. S)utd& SBertaufd^ung t)on a; mit 
— wirb -R ni(%t t)etänbert 

3) Unter bet aSorauäfe^ung 1^1 < l ifi bie Sacobifd^e Sfteil^e, 
beten ©liebet au8 ^"a;' babutd^ entftel^nr baß füt r alle negativen 
unb alle pofitit)en ganjen 3^^!^^ fl^f^fet roetben, fonüetgent bei atten x 
aufeet unb o&. gut pofitit)e r = ä;, fc + i etl^dlt man 



^kk^k 



^2k+i^| <; 1 



bei enblid&en x butd& l^tnteid&enb gtofee enblid^e h 2llfo ift bet 2^il 
bet Steige, weld&et butd^ poritit)e r entfielet, bei enblid^en x fonoetgent. 
gut negative r etplt man 



^(k+l)2 ^kk 



,2k+l 



X 



< 1 



bei allen x aufeet unb oo butd^ l^inteid&enb gtofee enblid^e h 2llfo 
ift bet anbte ^eil bet Steige Iont)etgent bei allen x aufeet unb oo. 
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5Da« ÄottüetgenjgeSiet bet Qacobifd^en SHet^e t)Ott x mtb begtettjt 
burd^ ben t)erfd^n)ittbenben uttb but^ ben unenbltd^ert Äreia um ben 
SRuHputtft. 

VI. aBenn eine t)Ott a? obJ^angiae 9leil&e bei a; = c einen beftimmten 
aSBert l^at, fo fann e« fid& ereignen, baß bie Sleil^e in naiver Umgebung 
t)on c b. 1^. bei l^inreid^enb Ileinen \x — c\ eine beliebig Heine Äon^ 
t)etgenj, in bet näd^fien Umgebung non c bei t)etfd&n)inbenben \x—c\ 
t)erfd&n)inbenbe Äont)ergenj l^at. 3n fold&em auänal^mefatt liegt c inner* 
l^alb be« Äonpergenjgebiete« ber Sfteil^e, ol^ne biefem ©ebiet anjugel^ören; 
bog Äont)ergenjgebiet ber Sfteil^e l^at bei c eine Sude, unb bie SReil^e 
mirb nid^t bei allen x i^reiS Äonpergenjgebiete« burd^ biejelbe enblid^e 
Sänjal^l i^rer ©lieber mit einer t)orgefdöriebenen gei&lergrenje au«gebrödt. 

@ine t)on x abl^ängige Sfteil^e, roeld^e ein befiimmte&Äont)ergenj^ 
gebiet unb in bemfelben ol^ne 2lu3nal^me enblid&e ffont^ergenj l&at, ift 
innerl&alb il^re« Äonoergenjgebiete« gleid&mfißig font)ergent, in 
gleid^em ®rabe fonoergent, t)olljianbig font^ergent genannt 
morben*). S)urd^ biefe Benennung foll e« jebod^ nid^t au«gefd^loffen 
werben, bafe bei t)erj'd&iebenen x be« ÄonoergenjgebieteS jum 2lu8brudE 
ber gteil^e aud^ Heinere Slnjal^len t)on ©liebern geniigen. 3« biefem 
Sinne jtnb „gleid^mäfeig fonoergent" namentUd^ bie ^otenjreil^en inner== 
l&alb il^rer Äont)ergen}Ireife, fomie bie oben angefül^rten t)on x ab«* 
l^ängigen Sfteü^en innerl^alb i^rer Äonöergenjgebiete. ßine Sfteil&e mit 
einem Iftdtenl&aften ÄouDergenjgebiet wirb unten §. 32, 7. IV gegeben. 

1 + - ) bei unenblid^em m erl^ält, iji 

nur t)on x abpngig unb wirb bei enblid&en x burd& bie abjolut fon* 
Dergente Steige au«gebrüdft**) 

X OC OC ' 

* + *+2 +3! + 4! + '- 



^etoeiiS. 93ei flanken pofitiDen m ift nad^ §. 23 



. ,-^s™ ^, X . m — 1 x^ . m — Im — 2 x^ , 

1 + -) = 1 + m- + m — - — -ö + m — + . . 

m 2 m^ 2 3 m^ 

2/ i\ ^3 



*) Üf^ad^ äBeierfttafi. SSergL ^eine ^teSe g. 71 p. 853. ^ugelfunftionen 1 
p. 65 unb 2 p. 353. ^ie genaueren S^eftimmungen mutben oeranla^t burd^ bie Se» 
merhtngen über einen ^q,% oon @au4ü (Anal. alg. c. 6, §. 1), n>eld^e $15 e( ^reUe 
3. 1 p. 316 unb @eibel aRünd^ener ^fab. 1848 »b. 5 p. 381 gemad^t l^atten. 
*♦) @urer Introd. I §. 115. 
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ein ^ßol^nomlum t>ott l + »» ©Uebetn. SSBenti x unb m gegebeti finb 
fo ifi ber Duotient fuccejfiDer ©lieber 

\ m/ ik + 1 

abnel^menb bei jleigenben k, unb < l unter ber Sebingung 

x\ <; fc + 1, b. i. ^ > - — L 



1 + 



in 



saifo wirb baS ^ol^ttomium mit einer t)orgefd^rlebenen gelölergrenje 
burd^ eine beftiramte ätnaal^l feiner erjien ©lieber auggebrüdt (1. VI). 
$Rttn ift " 

bei beliebig fleinem ft wenn 

n 



m ^ 



m 



1-/1-/9 

Sllfo liegt ba2 bei l^inreid^enb gro|en n jum Sliröbrud t)on (i + ^ 
genügenbe ^ßol^nomium bei l^inreid^enb großen w jpifd^en benSBerten 

(n-- + ^ + .. + (^i)y)(i-Ä«ttbi + «+^ + .. + ^^:^, 

»Ott Beliebig Keiner SJifferettj. 



5. gilt U + — ]" finbet man bei unenblid^ gtolera « (4) 

1 + 1+1 + |j + |j + ..== 2,718 28 . . 

(§. 19, 3. aSetfll. §. 12, 6. ©ein. Slrit^ra. §. 18) unb jwat au8 ben 
1 + n etften ©liebem mit einem geißlet, bet ben nten Stil be« leiten 
©liebeiS vxSii etteid^t, toeil 



1 1 

+ 7— r^i^ + ..= 



1 1 



(n + 1)! ^ (n + 2)! ^ • • ~ n\\n + 1 ^ (n + l)(n + 2) 
^ n!\n + 1 "^ (n + 1)2 ""^ • j ^ n! n 



■I 
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S)iefet SBert bet unenblid^en Sfteil^e ift itrational unb rottb nad^ 
6ulet butd^ e bejeid&ttet. Sffiftte e ber duotient bet gattjeti S^^ten 
r unb *, fo fänbe man butd^ SRultipltfation ber 9leil&e mit «1 eine 

©urnme oon ganjen 3^^^^« «^l>fi ^^^ SSrüd^en 

11 1 



« + 1 ' (5 + 1)(5 + 2) ' • * ^ 5 

5Run iji (r : 5)5! eine ganje ^cS^X, alfo üetmag r : s ben SBert c nii^t 
ooHfomtnen aitöjubrüdfen. 

S)ic SrtationaUtftt uon c unb n (f. unten 10), foroic t)on e* 6ci rationalem x 
würbe juerft tJon Sambert 1761 Beraiefen (Beiträge 11, 1 p. 159. SBergl. Segenbre 
G^om. Note 4). ^er l^ier gegebene einfädle Seweig für bie ^t^ationalität von e 
ift von gourier geführt worben (©tainoille M61anges d'anaJ. 1815 p. 339.). 
SQßeiter l^at ipermite beriefen, baf; e überl^aupt nid^t äßurjel einer algeoraifc^en 
©leid^ung mit gangen (Socfficienten ift. Sur la fonction exponentielle 1874. 
Comptes rendus 1873 t. 77. Grelle J. 76 p. 342. 3)a8felbe gilt Don n, wie 
Sinbemann gegeigt l^at. berliner Si^ungSberid^te 1882 p. 679. 9Rat^. Slnnalen 
20 p. 213. 22 p. 212. 

6* L S)ie bei enblid^en x abfolut fonüergente ^otettjreil^e t)on x 

X HC f 

^ + ^+ 2 +31 + TI + -- ' 

l^at bei realen x ben pofitit)en SBert e^, fo bag e*cy = c^+y, unb l&eifet 
bie @yponentialreil^e Don x, na^bem eine Don il^rem @jponenten 
abpngige ^Potenj eine ©fponenttalgröfee (gunftion be« @fponenten, 
©jponentialfunftion) genannt roorben voax. Wtan erl^ält bei pofttipem (i 

unb burd& SSertaufd^ung von x mit —x 

' + Wf - (' + T = (' + ^)" 

S3ei unenblid^em fi wirb m unenblid^, folglich (4 unb 5) 

ÜC Oß 

c"" =^ + ^ + ^ + 3| + -- 



x'^ x^ 



,.x_l_^+___^.. 



getnec ifl 



( 






^5ei unenbttd&em m t)erfd^n)inbet —, alfo l&at man 
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II. SBei einem enblid^en ober nid^t auf ein teale« ®ebiet befd^ättl* 
Un ®fpottentett x toirb bie ^otettj c* burd^ bie ©fponenttalreil^e von x 
einbeuttg befitiiett, fo bafe toieberutn e*ey = «*+y S\i^ etgiebt. S)a« 
5ßrobuft ber abfolut lonoergenten ©ppottentialteli^en tjon x unb oon y 
tft unabpngig t)on ber Dtbnung bet ©lieber (2), alfo ift 

+ y + a:y + — y + . . 

+1+4+.. 

+ .. 
==l + (- + y) + ^^^ + ^^ + .. 

in ^ "'' (^•=^ r "^ (^"^"2)1 2! "^ ■ ■ 

III. ^egei^net man nun ben Sßett bet unenbl^en 9ieii^e, meldtet 
bem SBert x entfprid^t, tmi^ Ax), fo ijl /(a;)/(y) = /(« + y), folglici^ 

wenn »» eine pojltloe ganje ßol^l ip. getner 

[^# = /g). «eil [/g)]" = /g.) = /(.) 

2 

[/(^)P = /(J), u. f. tt). 
Uttb wenn a eine reale porttit)e 3ft§l ift, fo l&at man 

[/(x)]'- = 1 : \f{x)y = 1 : /(aa:) = /(— ax) 
weil fiax)f{— ax) = /(O) == 1. 

Sllfo ift f{x) = [/(i)]=^ = e^ bei realem a?, wie oben. 

^ie ®£pottentialreil^e ift juerft »on^iemtott aufaefteKt worben. SBergl. Dlben^ 
Burg an Seibnis 1675 2lprir 12 unb 1676 Suli 26. ^otenjen in i^ret Slbl^önjigfeit 
t)on bem @£:ponenten n)utben von go^. ^ernoulli unter bem il^m oon Setbnis 
Dorgefd^lagenen SRamen ©Eponcntialgrö^en in Setradjt gejogen (Opp. 1 p. 179). 
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SRadJbem SolJ. »crttoulli (M6m. de Paris 1702 p. 289. Opp. I n« 70 u. 89) ben 
Rufammenl^onö jtoifd^en ben s)ifferentialen imaginärer Sogaritl^men unb realer wreig* 
bogen erfannt l^atte, würben von @uler 1748 bie imaginären @sponenten eingefül^rt. 
Introd. I §. 188. a3rief an ©oCbbadJ 1741 S)ec. 9. a)aS ^robult von swei (^o-- 
nentialreil^en ift von ^iainvilU 1819 Gerg. Ann. 9 p. 229 gebilbet worben. 

?♦ 2)ie fotttplefe ^aüjl cosa? + ismx, beren 3Wobul l ift, wirb 
mit einer realen S^U « potenziert, inbem man x mit berfelben mul* 
tipliciert 

SJewei*. 5Rad^ SIrigon. §.4 ift {coax + i8mx){coay + isiny) 

= cosa? coay — sinar siny + i(coax siny + sin a; cosy) 

= cos(ar + y) + isin(a; + y) 
femer (cosa; + tsiiia;)(cosy + isiny)(cos^ -|- isiaz) 

== cos(a: + y + z) + tsin(a: + y -{- z) 

u. f. n)., alfo bei pofitipen ganjen m 

(cosar -f- tsina;)"^ = cOBmx + t sin mar 

gemer ift bei pofititjen ganjen n 

n 

(cosa: + tsina?)™ = cos h tsin — 

mm 

weil (cos h tsin — ) == cos na? + tsinrw? = (cosar -4- tsina:>. 

\ m mj * 

Unb wenn /9 eine pofitit)e reale 3^^! ift f^ ^^t ^^^ 

(cosa? + tsina?)"/* = 1 : (cosa: + isina?)'^ = 1 : (cos^a: + tsin/Sa?) 

= cos( — /9a:) + tsin( — ^x) 

weil [cos( — /9a?) + tsin( — /Sa?)] [cos/9a; + t sin/9a?] == cosO + tsinO = 1. 
Sinnt er fung. @benfo ift (cosa? — « sina?)« = cosaa? — t sin oa?, 

folglidö 

2cosaa: =3 (cosa? + tsina:)« + (cosa: — i sina:)« 
2t sinaa? = (cosa? + tsina?)« — (cosa: — tsina:)« 

^iemad^ finb bie Ouotienten 

cosoa: , sinoa: 

unb — 

COS"a? COS«a: 

^Potenjreii^en non tanga:, unb tangaa: ift ber Duotient fold&er Motens«' 
reil^en. 

SDie SBered^nung t)on cosma? unb sinma; auS cosa: ober sina? ift Don Sffieta 




©alt^er. I. 7. «uft. 14 
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Miscell anal. 1730 p. 1 üorfommcn. 2)ic ^otenjterung bcr Äomplejcn cosar+tsina? 
burc§ SÄuItipItfation bcS SttcuS, bcr Snl^alt beS jogcnanntett „3Woit)tefdJcn @a^cS", 
tft oon SWoiDrc nidjt in S3ctrod^t gcjogen, fonbcm Don @uler Introd. I c. 8 unb 14 
gegeben niorben. 

8. aSenn a? bet SlrcuiS eine« SQBinlel« ifi, b. 1^. ber um ben B^tu 
tel atö 6entrunt mtt ber ßäitgenetn^eit atö Sftabiu« bem SBinlel einge^ 
fd^tlebene Sretöbogen (bai SSer^ältnl« be« SBinfel« ju bem jtttn Xeil 
t)Ott 180^ Xrigon. §. 3, 10) fo l&at man*) 

cosic + isina: = c** cosa? — 2sina? = c"** 

COSO? = i(ei- + 6-«) = 1 _ ^ + Ij ~ J-j + . . 

sino: = ^(e*- - ^-^«) = ^ ~ f"! + iJ ^ ' * 

33 e weis. SBenn co bet Slrcitö eineiS fpifeeti aSBintetö ifi, fo ift 

sinco <C €0 <! tangco 
folglid^ cocoscö <C sinco, alfo 



3)a]^et ift 



cosa> << <C 1, 1 < 1 — cosco 

CO 09 



a = 1 < 1 — cosco 



pofitit) unb bei l^inteid&enb Keinem o? beliebig Hein. §ietauÄ folgt, bafe 

^ 1 — cosö? sin^o? (1 — a)^(o 

CO ö>(l + cosco) 1 + cosco 

pofitit) unb bei l^inreid^enb fleinem c» beliebig Kein. SRun ift (7) 

COS f- tsin - ) 

m ml 

alfo na(^ ber ©ubftitution 

COS— = 1 ß, sm— = —(1 — a) 



cosa? + zsina? 



^i+S(i-«+'^ 



m 



Sei unenblid^em w t)erfd^n)inben « unb ft unb t^ bleibt für cosar+i sina? 
ber Sluöbrud e^ (4), bie bei enblid^en ix abfolut Jonoergente ©pponen^ 
tialreil^e t)on ix. U. f. w. 



*) ^ie trigonometrifd^en tjunüionen cosa? unb sina? würben juerft Don 9?ett)ton 
a. a. D. (6} burcfi ^ßoten^reilen t)on a: auggebtütft. ©wter a. a. D. (7) l^at bie 
trigonometnfd^en ^nftionen auf @sponentia(rei^en jutücfgefül^ri. 
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9. I. goftnuS unb©inu8 einet fornpUfenSÄl^l oc toetben 
bnx^ bte bei realem x ßefunbenen ^u&hxMt (8) befiniett. SSetgl. 

(Suler Mem. de Berlin 1749 p. 278. 2Katt ftnbet 

cosO = 1, sinO = 0, cos( — x) = cosa?, sin( — x) = — sina: 
(cosa?)2 -j- (sma?)2 _-- (cosa: + tsina;)(co8a: — tsina:) = c**e"** = 1 

1 — cosa? . X — sina? 

unb 



X X 

beliebig Hein bei l^inteid&enb Seinem x. 2lu8 ben Sbentitäten 

(e« + e"«) {eß + e-/») + (e« — c-«) (c/* — e-^) = 2 (c«-f-/» -f e-«-/?) 
(e« — c-«)(e/^ + e-0 + (e« + e-«)(e^ — 6-/^) = 2(c«+'^ — c«-^) 

etfennt man, ba§ aud^ bei lomplejen a;, y 

cosa? cosy — sina; sin 3/ = cos(a: + y) 
sinar cosy + cosa? siny == sin(a? -\- y) 

alfo bei realen u, v 

costV = |(c^ 4- r*^) sinw = i-«(«^ — O 

cos(m + w) = cosM costr — sinu sin et? 
= |(e^ + e-^)cosu — ^t(e^ — c-^)sinM, u. f. m. 

S)urdö ^Potenjierung unb burd^ ©iöifion entwidelt man 

(2cosar)°^ (2«sina:)'" 

sinTTia? sin2ma? cos(2w + l)a; 

sina; cosa? cosa? 

wenn m eine pofitit^e ganje '^cüji ifl. 

n. S)ie realen SluÄbrüde cosev unb — «siniv finb unter ben non 
Sfticcati l^errül^renben 5Ramen l^^perbolifd&er ®ofinu2 unb ©inuiS 
non V betrad^tet morben, namentlid^ t)on Sambert (Mem. de Berlin 
1768 p. 330) unb t)on ©ubermann (SreKe 3. S3b. 6 ff. S^eorie ber 
?Potentialfun!tionen, Serlin 1833). 2:abellen berfelben l&at ©ronau 
1863 neu l&erau8gegeben. SSergl. ^oüel Nouv. Ann. 1864 p. 1. 

SRad^ Slnalogie ber 3^i^l^flitttg oon c^ in ben l^pperbolifd^en Sofinu« 
unb ©inuä t)on x 

e'^ = cosea? + « sinia? = Coha; — Siha; 

f)at man, unter ber SSorauäfefeung, baß a eine eigentlid&e wte Sffiurjel 
von 1 iji, bie ©lieber ber ®fponentialreil^e in m Sleil^en verteilt 

meldte mit 6ofinu8 unb ©inuÄ geroiffe (Sigenfd^aften gemein l^aben. 
SSergl. Dlit)ier (SreHe ^. 2 p. 243. ©ellioig ©runert Slrd^it) 21 p. 43. 

aippell Comptes rend. 1877« p. 540 unb 1378. 

14* 
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10* SBäl^tettb x ben realen SBeg t)on i bl8 2 jurüd legt, ifi sina? 
pofltit), aber cosa; gel^t real enblid^ bleibenb aii8 bem ^ofittoett in* 
3legatipe: 



cos 



^~ 3 6!V 7.8; ••^" 



alfo giebt e« jraifd^en 1 unb 2 einen realen SBert a?, bei n)el(^em cosa; 
nuH iji. 3)iefer SEBert wirb burd^ bie äblid^en ainnäJ^erungMetJ^oben 
= 1,570 . . gefunben (3llgebra §. 8) unb bur(^ \üt bejetd^net (@uler 

Introd. I §. 126), fo bafe (9) 

Q,o%\üt == 0, w)i\n = 1 

e^i'^ = cos^Jt + iain^jc = i, e*-^ = 1 

cos(a; -f- |;r) = — sina? sin(a: + ^Jt) = cosa? 

cos(a; -{- jt) = — cosa? sin(a? -\- jc) = — sina? 

cos(a? 4" Y^) = sina? sin(a? + ^jc) = — cosa? 

cos(a? + 2jt) = cosa: sin(a: + 2jt) = sina; 

S)emna(^ pnb e* fowie cosa; unb sina; periobifd^, b. 1^. fie bleiben 
unt)eränbert, jene, wenn a? um i.2jt, biefe, wenn a? um 2jr t)eränbert 
mirb. 

Sei enblid^en a; l^at e^ enblid^e 2Berte aufeer 0. S)enn bei enbliiä&en 
a, 5 l^at man 

3lun ift e* pofitit), cos 6 unb sinft l^aben reale SBerte äU)if($en — 1 unb 
1, bie nid&t beibe juglei* nutt finb; folglid^ ift 6»+^^ nid^t null. 

Slnmerlung. S)er Ileinfte pofitit)e SEBinfel, beffen 6ofinu2 nuU 
ift, ift red^t, ber il^m concentrifd^ eingefd^riebene Kreisbogen beträgt ben 
4ten 5teil ber ^eiSperip^erie. Sllfo ift ix baS SSerl^ältni« beS 4ten 
%txl& ber 5ßeripl^erie jum Sftabiu« be8 Greife«, jc ba« SSerpltniS ber 

^erlpl^erie jum ©iameter (Subolp^d^^ 3<^^l/ nmnerns Cenlenius. ^ßla*» 
nim. §.13). 

11. 3w^i teale Qa^tn a unb h werben burd& eine pofitit)e '^a^i 
r unb ben SlrcuS 9 eines äBinfel« auSgebrüdtt 

a = r cosgp b == r singp 
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unter ben Sebingungen 

tanffo) == — r == = . — = "/a^ -j- ^2 

°^ a cosg) sin^o 

SBenn a unb & pofitit) ftnb, fo finbet man q) pifd&en unb \üt. SQSenit 
a negattt), h pofitit), fo ftnbet man q) ämtfd^en i^r unb jr, nad^beni man 

cos 9) unb sing) butd^ — sin (9) — ^jr) unb 003(9) — jjr) etfefet l^at. 

U. j. n). 

S)emnad& mirb, wenn auf bet '^cfi\^n*®>im bte ^(ä^ltn 0, l, 
a + ih bie 5Punfte 0, E, P ^aben (§. 16, 10), bie Sa^l a + ih burd^ 
i^ten SKobul r = |a + ih\ = op unb il^ten Sltcuä 9) b. 1&. ben 
3lrcu« be« SBlnfel« eop au8gebrö(Jt: 

a -\- ih =i r(co8q> + tsing)) = re^'P 

■L 

arc(a + ih) = axc tang- mod(a + ih) == Va^ + h'^ 

^Pofitioe reale S^P^^ ^äI>^^ l>^^ 2lrcu3 0, popttoe imaginäre S(^^^ 
len l^aben ben SlrcujS ^jr, negative reale 3<^^l^^ i^^*^^ ^^^^ SlrcuiS jt, 
negative imaginäre S^^l^ti l^aben ben 3lrcu8 ^jt, bie SlrcuiS t)on fon«» 
jugierten S^i^len l^aben bie ©umme 2jt. 2)ie Scii^l bleibt unüeränbert, 
wenn il^r 3lrcu8 um 2jt oeränbert wirb. S)er SlrcuS eine« 5ßrobuItS 
ift bie Summe ber 2lrcu2 ber g^ftoren (7). S)er SlrcuS eine« Quo*» 
tienten ift bie ©ifferenj ber SlrcuÄ be3 ©iDibenben unb be« 5Dir)ifor. 
S)er SlrcuÄ einer nten 5Potenj ift ber nfad^e SlrcuiS be« ©ignanbu«. 
Smei Bai^l^w fönncn nid^t gletd^ fein, ol^ne bafe i§re 3Kobuln gleid^ unb 
il^re SlrcujS gleid^ ober um gansmal 2jt t)erf(^ieben finb. 

12* SQBenn bie ^a\)hn a, h, , . bie 5punfte ä, b, . . ^abtn, unb 
p = b — a x^t, fo ift ba& SSieredt OABP ein ^Parallelogramm, meil 
OP unb AB t)on gleid^er ®rö^e unb 9lid^tung finb aH ^^potenufen 
von Äatl^eten gleid^er ©röfee unb Sftid^tung. Sllfo ijl 

mod(5 — a) = AB arc(6 — a) = bjcOE'^AB 

SOBenn q = a + h, fo ift g — « = 6, ^Q mit OB von gleii^er 
©röfee unb Sftid^tung, OQ bie geometrifd^e Summe ber ©tredEen OA 
unb OB*). S)er 5ßunft Q ber Summe mirb gefunben, inbem man 
ber Stredte OA bie mit OB gleid^e unb gleid^geri^tete StredEe AQ an^ 
fe|t. Überl^upt menn a, ß, . . reale B^^l^w finb, fo ifi ber 5ßunlt 
ber gormel 



*) 9Rö6iu3 äRed^ani! beg ^immels 1843. 
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a + ß + .. 

bet ©(i^toetpunlt ber ^Bunlte a .A, ß ,b, . . . 

S)ie ©urnme lotiiugierter 3^^'^^^ « unb a iji teal, l^te ©ifferenj 
imaginär: 

a -\- a = 2 moda . cos arca 
a — a = 2 moda . sin arca 

gSentt p = b : a, \o ift OP : OE = OB : 0^1 unb £:0P = 
EOB — EOA = AOB, alfo fitib bie ©reiecfe OEP unb GAB ä^nlid^ 
unb eines ©inne«. 

2Benn q = ab, \0 i^ q : a = b, OAQ CV3 OEB. 

SGBenn a : ft = c : d, fo ift O^ß cvs OCD, 
SGBenn p = ^.Zl-? jo ift Oep oj ^CB. 

Sffienn ^-^^ = ^^^^, fo ift pqe oo ^bc. 

r — p c — a 

S)ie gotntel (a, ft, c, (^) = ^-— : ^~ ^ l^at ben SUlobul ^ : ^ 
unb ben 3lrcuS bea Sffiinfelä BGA — bda, 

n 

S)et SUlobul unb ber SlrcuS uon Vab . . finb baS geontetrifd^e 
aWittel ber 3JlobuIn unb baS aritl^metifd^e SKittel ber SlrcuS oon «, 5, . . 

SBenn a unb a\ b unb 5' fonjugiert finb, fo ift aa = OA^, 
{a — 5)(a — b') = AB\ SDaS $robuft ab' ^at ben SRobul 0^ . GB 
unb ben SKrcuS be8 SBinfetö BGA, folglid^ ift 

ab' + a'Ä = 20^ . OB cosBOA 

ab' — ab = 2i .GA.GB sinBOA = — 4e . 0^^ 

13* 'Stuf ®runb ber gezeigten SCranSformatton (11) werben 5|Jo^ 
tenjen, SBurjeln, Sogarit^men u. f. w. von a + ib bered^net (©'SHem** 

bert sur les vents art. 78 unb Mem. de Berlin 1746 p. 192, ®uler 
Mem. de Berlin 1749 p. 265 ff.). SBenn n real, pofitit), ganj ift, fo 
]&at man 

(a -f- ib)^ = r^{cosng) -\- ismnq)) = r^e^'^v 

y a + «6 == r«» cos ^— ^ h ' sin^^-^^ ] = r^e » 

\ n w / 

^ log(a + 2^) = logr + e(9) + 2fcjr) für bie »afis c 
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wobei r"» pofittt) real, logr real, unb k = o, ±i, ±% , . . 3&mn 
man fc um n ©eränbert, fo bleibt ble jtoelte gormel uttDeränbert (10), 
alfo finbet man nlij^t mel^r atö n üerfd^lebene SBerte ber nten S3Burjel. 
S)er natürlld^e Sogarltl^mu« einer ^a^l, beren 3Wobul 1, Iji ber mit 
ber Imaginären ©Ini^elt multlpllclerte Slrcu^ ber S^W ble SlrcuS ber 
äal^len l^aben ble ®lgenfd^aften ber Sogarltl^men ber S<^W^ (H). 

QnSbefonbere Ift Y\ = cos h /sin — unb logi = i , 2kjt. 

3. S. /l ^at ble SBerte 

1, cos— + 2Sin^, cos-^ + «sin-^, cosjr + esiii:7r = — 1 

o o o o 

yi ^at ble aBerte 

1, cos-3- + esin-=-, cos-=- + ism-^, cos-=- + esin-— 

Um ble Sal^l ju bered^nen, beren ©oftnu« ben SBert a + ä l^at, 
fu(^t man ble realen w, r, mel^e ber ©leld^ung cos(u + iv) = a + «* 
genügen. S)lefelben genügen ben ©leld^ungen (9) 

\{e"^ + e^)cosM == a 
^(c^ — e^)sinu = h 



e" 




a 
cosu 


+ 


b 
sinu 


e^ 




a 




b 


cosu 


sinw 


h 


y 









\cosu/ \sinw 

hieraus ftnbet man einen pofttben SBert für 2sixi^x unb für 2cos2a'; 
enblldö einen cosa?, ber ba« 3^^^^^ ^^^ « 'Ö^t, unb ein realem y. 



§. 32. 5Dle Sinomialreil^e unb bie Sog- 

arltl^menrel^e. 



^a;\ , . fx 



1. L ®le Stelle l + r]h + i^^U^ + . . Ifi eine ^ßotenjrel^e 

von k, beren ©oefflclenten figurierte Qafjltn finb, meldte t)on x ab^ 
pngen. SBenn x eine reale pofltbe ganje 3öI)1 Ift, fo l&at ble Stelle 
i + X ©lieber, unb Ift ble ©ntmldelung ber 5potenj (l + ä)*. asergl. 
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§. 23. Set anbem x l^at bie Stetige eine unenbltd^e f^ortfelung, unb 
ifi lotiDergent wenn ä unb x befHmmten ©ebteten angel&öten*). 

Det Dttotlent fucceffiDet ©lieber ifi {k = i, 2, . .) 
S)er abfolute SBert t)on f^j wirb butd^ x^ bejeid^net, fo bafe 



x^ 

X\^'\ 



a: — fc + 1 



a?+ 1 



— 1 



SBenn | ä| < i, j. 33. | ä | = i — d, fo ifi bei enblid&en x unb l^in^ 
teid^enb großen h 



0?+ 1 



<<Jr 



a?+ 1 



— 1 



< 1 + rf 



a?k-i 



Ä| < (1 + (J)(l — (J) < 1 — ^2 < 1 



^ietau« folgt (§. 31, 1. VI), ba§ bei |ä| < i unb enblid&en x bie 
SReil^e abfolut fonoergent ijl. 

n. SBenn ar = a + tJ, fo ifi 

x\i \a -^ %b — fc + 1 



a^k-i ^ 

SRun ifi |a + i5 — fc + 1 [2 = (Ä; — 1 — a)2 + ft2 

= (fc — 1 — a + c)2 — 2c(Jk — 1 — a) — c2 + 62 

Sei einem gegebenen pofitioen c unb bei l^inreid^enb grofe gewäl^lten fc 
wirb 2c (fc — 1 — a) + c2 — ^2 pofitio, näntlid^ bei 

62_c2 

h> 1 + a + — 2-c~" 

unb man l^at bei fold^en c, fc 

|a + 26 — fc + 1 12 < (jfc — 1 _ a + c)2 
ajk ^^^ — 1 — a + c 



a?k.i 



k 



— <1— -7-rWöa=l + a — c<l + a 



*) 2(Ber über bie SinotttiaIml|e 1826 (©reue 3. 1 p. 311 ff., Oeuvres t. 1) l^at 
juerft bieje ©ebiete beftimmt. 3n bicfer Slb^anbluttö finb inäbefonbete bie »eweiSs 
gtünbe 11, III, V entl^alten. 
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m. Sei porttiflen flonjen r, « ift (§. 12, 6) 

• + 1 < (' + tS 



sk 



(■ ^ »'■= rt' ' rf 



r 

sk 



©0« leitete folcjt barauä, bag (^ — ^T > ^ — £• ®<^^^ ^i^ 



r 



" '' + 1 

alfo Bei pofltlüeit a unb J^irtteliä^etib großen k 

^ ^ 4 _ ^ ^ / fc V 

a^k-i ^ fc "^ \fc + t 






c-1 \ 



®et leite Duotient ijl beliebig flein bei ^inreid^enb gtofeen fe + r. 
SBenrt 1 + a pofitit) ifi, fo lann a pofitit) gemad^t tüerben (11). SBenn 
ballet a? enblid^ unb fein realer Seil a > — l, fo bilben bei l^inreid&enb 

großem k bie abfoluten SBerte ber (^\ L f A (^ T 2)' • • ^^^^ 
bi« faHenbe Sfteil&e. 

IV. S5ei pofitit)en a unb l^inrei(]^enb großen k ift 

S)ie eingef(ä^loffene aieil^e ift beliebig Hein unter ber SSebingung « > l 
(§. 31, 1. III), welcher bei pofitit)en a genügt werben fann. S)abei wirb 
bie gortfelung xy. + a^k+i + , . beliebig flein. Sffienn bal^er |ä| = 1, 
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cc ettbtt(§ unb fein realer %tx\ a pofitit), fo ift bie 9leil&e l + (Tjh + 



'x^ 



ä2 + . . abfolut fonoergent 
V. SQBenn |ä| = i, aber h nid&t —1, fo ift bie Sftei^e 

abfolut Iont)ergent nid&t nur bei enblid^en x, beren reale S;eile pofitio 
finb, fonbem audö bei enblid^en x, beren reale Steile > — 1 flnb. 6^ 
fei 0? = a + ihf a > — 1, bann ift a + i pofitiü, mitl^in bei |ä| = l 
bie Sfteil^e 

'a? + 1\, , (x -\- \ 



S 



^ + ( 1 >+( 2 r + -- 



abfolut fonmgent (IV). giun ift (§. 23, 3) 

■'t')=G)+G-i) 

+ ' + (^ly + {ly + • • 

= B + hR = {1 + h)R 

SJemnad^ l^at B unter ber SBebingung, bafe l + ^ nxä)t nuH ift, ben 
^nblid^en SBert , , ^ . 

2. Sei enblid^en x, y unb pofitioen ganjen fc ift*) 

(:)+G-.)(0+GiX)+-+(I)G^i)+ft 

'x + y" 
k 

Seroei«. S)ie bei realen pofitioen ganjen x, y geltenbe ©leid^ung 
(§. 25, 5) ift für X t)om fcten ©rabe. S)erfelben genügen aber mel^r 
ate fc aBerte x, alfo ift fie eine 3bentität unb gültig bei beliebigen x, y 
(Sllflebra §. 10, 3). 



♦) ®urcr. SBergl. §. 23. 
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3n ber Sll&at iji bie fleßebette SRet^e ble ©umnie ber beiben Sftei^en 

+G-.)(?)i +(.-.)©! +•• 

unb jufolge ber Sbentltät r ) = L _^ J ^""^ ö'^^^^ ^^^ ©utnme 



/ a: \ x—k-\-l / a: \/y\ a?— A;+2 ä;— 1 / a: \/y\ a?— A?+ 3 A;— 2 



folfllidö gletd^ 

'-^^^i^lG-O + (.-.)(?) + (.-3)®+-} 

SBenn nun ber bem aBett fe entfptedöenbe SBert bet gegebenen Mei^e 
burci^ f(k) bejeid&net n)itb, fo l^at man 

/TIA — ^ + y ^ + y — 1 x + y-~_M- 1 _ /a? + y^ 
/w — — ]^ 2 • • ib \ k 

3. a)le unenblid&e Steige ^ + (1)^ + (2)*^ + • •' ^^^^ ^^^ 

!ont)etgent ift, l^at ben 2Bert (1 + h)^, au2 weld^^^t butd^ 3Rulti* 
pUlation mit ben t)on 1 t)erfd&iebenen Sffierten von 1* bie übrigen 3Berte 
von (1 + Ä)* entspringen, unb l^eijst bie Sinomialreil^e*). 



*) 2)ag angemeine 93inomialt§eotem, eine ber erften @ntbedtungen 9len)ton3 
(»tief fib SeiBnij 1676 guni 13). »ergl. (Suler Nov. Comm. Petrop. 19 p. 103 
nebft ben §. 23 ctüerten ©teilen, unb ^5el a. a. C, ber juerft bie Sefcbränfung 
von X auf ein realeä ®e5iet aufgel^oben unb bie Steige l^ei fontple^en x unterfu^t l^at. 
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«eroei«. S)utd& aKultipUfation flnbet man (toie §. 31, 6) 

- ' + (i)' + ©*" + (3)»* + • • 

+ &' + (Od)*' + ■ • 

nad^ (2). aaSentt tnait ben bem SBert x entfpted^enben SBert ber 
unertblidö^n SRell^e bwtd^ 9)(a?) bejeid^net, fo l^at man bie Qbentität 
q){x) g){y) = g){x + y\ au^ bet man wie oben (§. 31, 6) fd^liefet 

<p{x) = [<p{X)Y = (1 + hY 

3)ie Sinomialteil^e blent jur Sered^nung einet SBurjel t)on 1 + ä, 
wenn bet 3KobuI t)on ä ein e(fttet Stud^ unb a? ein tealet S3tu(5 ift. 
SSetfll. §. 23, 6. 

SJBenn a? = a + t*, fo pnbet man (1. IV unb V) bei ä = l 
1 + (^) + (2) + . . = 2^ wenn a > - 1 
unb bei Ä = — 1 

1 — (^) + (2) — • • = 0, mx^M a > 

4* S)et natütlid^e Sogatitl^muS (auf bet 8afü8 c) oon l + ä mitb, 
abflefe^en oon bem ©lieb logi (§, 19, 4. §. 31, 13), einbeutig au^ge^ 
btüdt butd^ 



m 

m 



Hl 

(VTTä-i) 



bei einem l^inteid^enb gtojsen pofitioen m mit einem beliebig Keinen 
geißlet, ballet bei | ä | < 1, aufgenommen ä = — 1, butd& bie 5ßotenj- 
tei^e oon h (ßogatitl^mentei^e) 
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unb na6) aSettaufd^ung t)Ott A mit — ä bei |ä| < i, auggenomtnen 
— Ä = — 1 b. i. Ä = 1, 

log(i — Ä) = — Ä — iÄ2 — |ä3 — . . 

Setoei«. 3lad) §.31, 4—6 ift 



(l + 



log(l + h) 



"* = clog(l+h) — l ^ h 

m 



m 



log(l + A) = m(/l + Ä - l) 

bei j^inreid^enb gtofeetn m mit einem beliebig Keinen geißlet. 

Sei unenblid^ fteigenbem m ift a? == i : m pofttit) fattenb bis 0. 
Sllfo (3) f)at man, wenn \h\ < i, aber 1 + ä ni(ä&t null, 

= Ä — iÄ2(l — a?) + ih\] — x){i — icc) — ,, 

®iefe Steige l^at bei j^inreidöenb fleinen x r>t>n ber Steige 

eine beliebig Heine SJiffetenj (wie §. 31, 4). 

S5ei Ä = 1 l^at man 

log2 = 1 - i + i - i + . . 

eine foncetgente SReil^e t)on geringer Sont)ergenj (§. 31, l. IV unb 2. 1). 
Sei bem auSgefd^loffenen SBert ä = — i finbet man für log o bie 
nid&t font)ergente Steige — l — i — i — . . . 3n ber 3;^at mirb log o 

= —log 00, in golge ber ©leid^ung log- = — log^ bei fteigenben z, 

burd^ eine enblid&e S^P nid^t auSgebrfidEt 

Slnmerfung. ®in fünftlid^er ßogaritl^mu« l^at ju bem natürlid^en 
Sogaritl^mu« beSfelben SKumeru« ein nur Don ber SBafi« abl&ängigea 
SSer^ältni« m (§. 19, 3). S)a^er ift 

Loga = ^loga 
Log(a + 6) — Loga = Log^l +^\ = M log^'l + ^ 

d2 



= <-*?+•■) 



*) 2)ie 3leil^e würbe oon 9lic. 3Äercator (Logarithmotechnia 1668 pr. 17) 
unb 3iac. ©rcgorij (Exercit. geom. 1668) 5e!annt gcmad^t; fie toat früljer von 
SRetDton gefunben wotben (S3rief an £ci6nia 1676 Du. 24). 2)ie ieftt üBIicIe ^5^ 
(eitung ber äicil^c ift t)on ©aUeg Philos. Trans. 1695 unb ®uUr Introd. I §.119 
tcgrünbet roorbcn. 
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Sei ^mreid&enb fleinem d : a entfd^eibet bo« etfle ©lieb ber eingefd^loff e^ 
nett Steige. Slfo ift bie fiogatitl^tnettbiffetetti bem SSer^ältttid ber 9tuttt- 
ttiertibifferettj ju betti Sluttieru^ uta fo gettauet ptopottiottal, je getittger 
biefe« »erplttti« Iji. «ergl. §. 20, 4. 

5* Slu« bett SReil^ett (4), toetttt fie fottt)ergettt jittb, 
log(l + Ä) = h — ih^ + ^h^ — .. 

folgt butd^ ©ubttattiott 



1 4- Ä 

obet ttad& bet ©ubflitutiott f^-^ = «, |ä| = 



a+ 1 



< 1 



i '»«'»- I^J + K^v +. . 



+ 1 

iitabefottbew bei tcolett pofttiocn gottjcn m, n, m — n, u, v 

n w -f- n \m -f- n/ 

3. gj. M = 1, v = 1 gtebt log 2. ffiurd^ SSetboppluttg ftttbet tnatt 
log 4, uttb M = 4, 1? = l giebt log 5 — log 4. S)a§er toitb log 10 
= log 2 + log 5 gefutibett, uttb 

1 : log 10 = 0,434 29 . . (§. 19, 3) 

3)ie für i loga gegebette Sleil^e fottrergiert, toetiti ber reale %ü\ 
t)ott a pofitit) ift. Uttter ber SSorauSfefeuttg a = p -^ iq \^ 

a + 1 (p + 1)2 + ^2 ^ ^ 

wetitt {p + 1)2 > (p — 1)2 b. 1^. /? > 0. SBetttt ber reale S;eil t)ott 
a ttegatit) ift, fo l^at bie 3öi^l — « eitiett pofttioett realeti a;eil, uttb e« 
ift loga = log(— 1) + log(— a). SSergl. §. 31, 13. 

SBettti loga gefuttbett ift utib x eitietti beftittittitett Oebiet attge*» 
^ört, toeld^eiS a utngiebt, fo toirb log x gefuttbett alÄ eitte abfolut fon^ 
oergettte 5Potettjreil^e t)ott x — a. 3)aju toirb erforbert, ba§ ber ^uttft 
X ooti betti $Ruttputtft oerf (Rieben itt ober auf betti ÄreiiS liegt, beffett 
©entrutn ber 5ßuttft a ift uttb beffett Utnfang ben 3flullputtlt enthält. 
S)enn eiS ift 
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X = a li -\ ], loga? = loga + logfl H 

aSJenn \x — a\ < \a\, aber nxä)t a? — a = — a b. lö- ttid^t a? = o, 

0? — a ^ (x — a\* . ^ (x — d>^ 



a au« ben SRelationen (§. 31, 8) 

e*« _- cosar + tsino?, e^ = cosa? — isinrr 

folgt iuxä) ®it)tfiort 

2j^ cosa: 4" «sino; 1 + «tango? 

coso? — isinx 1 — iisLngx 

2e 1 — ttanga? 
®8 tft [etanga?! = |tanga?|, tang( — x) = — tanga;. SBetttt tlUlt 

|tanga?| < 1, fo l^at watt (5) ol^tte ^ugnal^me 

* ^^g ? — Iteng^ = **^g^ + i(t tanga;)3 + . . 

Sllfo ift bei atten x be« realen ©ebiete« von ■— i^r bi8 i;;r ol^ne Slua-» 
nal^nte 

a; = tanga? — -^(tanga?)^ + ^(tanga:)^ — . .*) 

Sin ber ©renje x = ^jt, wo tanga? = i, ftnbet man bie nnenb*» 
lid&e SReil^e (Seibnij a. a. D. unb Acta Erud. 1682) 

weld&e bei ber gegebenen Slnorbnung ber ©lieber gegen ben jroifd^en | 
unb 1 liegenben SBert in eben nod^ lontJergiert aSergl. §. 31, 2. 

ßeid&tere Sereiä^nungen ber 3^^^ ^ P^i^ ^on SRewton a. a. D. 
angejeigt roorben. 3- ®- ^uS geometrifd&en wie au3 goniontetrifd^en 
©rünben l^at man tang^^^Tt = Yh f^^IflW^ 

ijc^Yi-.iYT + iVV-" 

Ober man fefet i^r au8 mel^reren ftarf Iont)ergierenben unenblid^en 
Steigen jufammen. SBenn a + ß = ijt, \o i^i 

tanga + tangj9 



1 — tangfl:tang/9 



= 1 



*) 3ac. ©rcQor^. aSergl. ben SBrief DIbcnbutg§ an Seibnh 1675 %pni 12. 
2luc§ Seibnij (93rief anOrbenbura 1676 Slug. 27) unb 9lcu)ton (»rief anSeibnia 
1676 DIt. 24) waren im Söefi^ biefer ^leil^e. 
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unb ju tanga etgiebt ftd^ tangjS, fo bag 

|jr = tang« — i(tang«)3 + . . + tang/S — i(tangi9)3 + 

^aifenbe SBerte enthält bic folgenbe Xabeffe*) 



i^ 


tanga 


tang/J 


a + /J 


i 


' t 


2a + ^ 


i 


+ 


4a — ß 


i 


S^9 


ba + Iß 


+ 


W 



7. L aSei lotnpleyen ä tottb bic SBinomtalreil^e unb bte Sogatitl^ 
ttienteil&e tran8fotniiett**j, inbem man 

h = ^(cosco + tsincö) = ae** 

fefit (§• 31, 11), WO a, CO reale S^i^l^tt jxttb. Sann wirb 

gefefet, alfo 

3Watt beftimmt beSl^alb ip real jwifd&en — |^ unb i:»:, fo bafe 

a sin CO 



tangi^ 



1 + acoscö 



unb finbet bann 

1 +. acosco 



cf = 



asmco 



= (1 + 2a cos CO + a})^ 



Sflun ift cosip pofitb, folflUd^ e^ pofttiü, (> einbeutig real unter bet 
Seblngunfl 1 + acoso? > o. 

IL S)ann ift (1 unb 2) bei realen a abfolut Heiner al« \, bei 
realen enblid^en a> unb bei enblid^en x 



1 + 



'^)«ei» + (2)«^«'*" + (f\a^^'^ + . . 



unb nad^ Setlegung ber Sfponentialen (§. 31, 8) 



•) aScrgr. Älüöcr matl^. 2B. I p. 657. (^(x\x% SBcrfe II p. 501. 
**) Slbel a. a. D. Einige bcr »on Slbcl getponnenen IRefultatc waren »on 
6auc99 A.nal alg^br. c. 9, 2 gegeben worben. 
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1 + f jacosco + f ja2cos2cö + f ja^cosSco + . . = ePcosg 



M/ \ • . / «X^ \ (\ • :«>^ • / *^ 



1 + f ja sincö + f ja2sin2cö + L j^^sinSco + . . = cPsin^' 

SEBentt «2=1^0, real enblid^, x enbltd^ abet mit einem pofitiDen 
realen 2;eil, fo l^at man nad^ entfpred^enber Sepimmung t)on q, tp, p, q 
ebenfalls 

III. SBenn a, (o real finb, unb einer ber 3 gäHe jiattftnbet, 
«2 < 1, cö enblid^ ol^ne Sluanal^me, 

a = \, CO enblid^ mit SluSnal^me ber ungeraben SSiel- 
fad^en oon /^ unb — n, beren ßofinu* — 1 finb, 

a = — 1, Co enblid^ mit SluSnal^me ber geraben aSielfad&en 
Don Jt unb — jt, beren ©ofinuä 1 finb, 
fo l^at man (4) 

unb burdö B^^egung 

«coscö — ^a2cos2(» + -J^a^cosSo? — . . = p 
«sine» — ^a^sin2co + Ja'^sin3o> — . . = tp 

IV. Sei einem juläffigen q> erplt man ein 5ßaar ^ßotenjreil^en 
oon a, meldte bei realen a beg ©ebiete« — l . . l fon^ergent finb, unb 
beren SBerte t)on a abl^ängige Sogaritl^men ober Slrcu« finb. 3- 53. bei 

CO = \jt ift sinco = 1, sin2co = 0, sinBo? = — I, sin4co = 0, . . , 

ferner tangtp = a. Sei realen a beS ©ebieteS — 1 . . 1 bebeutet bie 
^Potenjrei^e x)on a 

« — i«^ + i«s — . . 

ben SttrcuÄ bes ©ebiete« — i^r * . i^r, beffen 2;angente a ift (6). 

Sei einem juläffigen a erl^ält man ein ?ßaar trigonometrifd&e 
SReil^en oon <», meldte bei realen enblid&en o ol^ne 9lu«nal^me ober 
mit beftimmten 2luSnal^men fonoergent finb, unb beren SOBerte oon a? 
abpngige Sogaritl^men ober SlrcuS finb. 3- ^- bei « = l finb 
a> =±3t, ±Zütf ., auSgefd&loffen; alfo lommen bie trigonometrifd^en 
SHeil^en oon (o 

cosco — ^cos2a7 + -J^cosSco — ..==() 
sin CO — ^ sin 2co + -J sin3ö> — . , = tp 

in ben ®ebiet*teilen — jr . . jr, jr . . 3jr, . . in Setrad^t. 3n bem 
©ebiet«teil — jr . . jrjft (I) 

Salier. I. 7. 8(ufl. 15 
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. siiicti .1 . 

^^^ 1 + COSCO ° CD ' ^ * 

1 + cosco ^ - 

6' = = 2COSi€9 

cosv? 

f olglld^ l^at man für co beiS (SeBiete« —x..jt 

C0SC9 — |^cos2€0 + ^cos3o> — . . = log(2cos^co) 
sin CO — ^ sin2cD + -^siiidco — . . = ^co 

3n bem folgenben Oebieötett jr . . Sjt Ijl co = jr + g?, too g? in bem 
®ebiet . . 2jr liegt. $ier toirb 

tang^ = ^3.^fy = — ^H9> = — tangi(jr — 9)) 
^ = — |(jr — 9) = — i(2jr — cai) 
«' = ~ = 2smia) = 2s]iit(c9 — jr) 

alfo finbet man 

cosco — 4^cos2c9 + |cos3a> — . . = log[2sm^(co — jt)] 
sin CO — |^sin2co + ^sinSco — . . = — ^(2^ — coi) 

n. f. m. äBenn co in bem etften unb in bem jmeiten ber burd^ jt 
getrennten ©ebietateile an jt fld^ ndl^ert, fo nähert fid^ bie Sflei^e 
cosco — . ., mä^renb ü^re Äont^ergenj üerf^ioinbet, beibemal an ben^ 
felben logo. S^gleid^ ober näl&ert fi(| bieSfteil^e sinco — . ., mal^renb 
il^re Äonoergenj tjerfd&roinbet, in bem erften gaH an i^r, in bem jmeiten 
gaH an — i^, mäl&renb bie Sleil^e bei co = jr null ifl 

S)a« Äonpergenjgebiet ber beiben trigonometrifd^en Steigen umfafet 
alle realen enblid^en q? mit SluSnal^me von ±jt, ±3jr, ... Sei 
CO = ±jtf ±3jt, .. merben bie Steigen burd^ logO bie eine, bur(§ 
bie anbre auiJgebrüdt Slber in l^inreid&enb naiver Umgebung von ± jc, 
±3jr, . . l^aben beibe Sfleil^en beliebig Heine Äonuergenj, unb bie Sleil^e 
sin CO — . . I^at bei CO = ^ — d, jr + rf für beliebig Heine 6 SBBerte, 
beren S)tfferenjen nid&t beliebig Hein finb. S)ie beiben Stellten tonnen 
nid^t in i^rem fionoergenxgebiet bei einer t)orgefd&riebenen eJel^lergreuje 
burd^ eine enblid^e Slnjal^l il^rer ©lieber auSgebrürft werben, weil ba§ 
Äont)ergenjgebiet bie angezeigten Südten l^at SSergL §. 31, 3. VI. 

8» SBenn co real enblid^ aber nid&t nuH, wenn gq, a, , a^, . . 
real, von Ok an pofitit) jinb unb eine fattenbe Slei^e bilben, fo bafe a^ 
bei l^inreid^enb großem n beliebig Hein, fo ifl bie Sftei^e 
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abfolut Iowetgent SJenn bie mit betn gaftot i — c*«, bet nid^t nutt 
tft, ttiuUtpUciette gottfefeung 

(1 ~ e*")(an«*"" + an+i«*"<°+^^ + . .) 
= Onei-» — (an — an+i)c*«(»+i) — (on+i — anJ^i)e^»(^+^) — . . 

I&at einen abfoluten SDBert, bet Keiner ifi al« 

alfo beliebig Kein bei l^inrei(]6enb gtogem n. 

S)al&et finb unter ben angezeigten Sefd^rfinJungen ber SSariablen 
CO unb ber ©oefpcienten a bie trigonometrifd^en Sfteil^en xion a> 

Oq + a, cosco + a2^s2^ + • • 
«1 sine» + «2 sin2co + . . 

fonüergent bei ber angegebenen Drbnung i^rer negativen ©Heber. 3n 
befonbem ptten lann co =» o t)on bem Äont)ergensgebiet biefer Sfteil^en 
nid^t auiSgefd^loffen fein. 

liefen @a4 ftnbet mm bei @d^eibner Unenblid^e Stetigen 1860 p. 9. SSergl. 
^be( 0. a. 0. unb S)iriAlet Sioumae g. 1862 p. 258. ^ie trigonomeinfcl^en Sieü^en 
von <o finb pr ^arfteuuna r>on ^näionen bet (o eingefüfitt toorben von Daniel 
Sernouni unb ®u(er Mem. de Berlin 1758. übet biefe Steigen oetgl. @u(et 
Introd. I c. 14. Galc. int. I no 272 unb 351. Nova Acta Petrop. t. 11 p. 114 
nebft ben in 9leu^ Repertorium comm. p. 93 angeaeigten ^51^anblungen; Jetnet 
*|outiet Theorie de la chaleur 1822 c. 3 unb p. 587, nad^ xotl^em biefe Steigen 
§outietfcl^e 9{eil^en genannt wetben; Sacobi 1827 ^teKeg. 2 p. 1, ^itid^let 1829 
©tette g. 4 p. 157 unb ©ooe Slepettotium bet ^b^ftf 1837 »b. 1, 3«iemann ©obi* 
Utationdfd^tift 1854 (9Bet!e p. 213), $eine Itugelfunftionen 1 p. 53, u. a. 
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2)rttte0 Stt(!^. 



Algebra» 



§, 1. 2)ie Proportionen. 

(eei« 8. 31-33.) 

1. 2)0« aSet^ältni» A : B (attg. Slrtt^m. §. 10) bet ©röfee -4 

ju bet flleid^attlgen ©röfee J5 ifl = i, Je nad&bem a = b. ^nbrn 

man A mit ben asielfad^en t)on b ober mit ben SBtelfad^en eine« l^ln« 
reld^enb flelnen S;elle« oon b oergleld^t, finbet man, wenn i, m, n 

flanje S^^ölen bebeuten, entweber A = iB, ober A = —B, ober ble 



n 



Segrenjung 



n n 



S)emnad^ tolrb ba« SSerpUnl« a : b entweber genau auggebrüdt buriä^ 



m 



ble ganje So^^ i ober burd& ben Srud^ — , ober begrenjt bei Beliebigem 

n 

tu 771 — |— 1 1 

n burd& ble Srüd^e — unb — ' — mit einem gel&ler, ber - nl<%t er=» 

reld^t, unb ber bei l^lnreld^enb großem n beliebig Hein \% "^tnn e8 
bei ber Segrenjung bewenben vxyx% fo Ift ba« aSerl^ältntö ber ©rößen 
irrational (aUg. Slrltl^m. §. 16, i), unb bleSröfeen Reißen Inlommen«^ 
furabel {äav^^evQog), wäl^renb ©röfeen oon rationalem aSerl^ftltnl« 
fommenfurabel lavfi^erQog) genannt werben. 

SBenn man jut SScftimmung beS SScrl^ftltmffeS von jwci ©tredcn bic Heinere 
^^, bie arö^ere fo oft als möölld^ aufträgt, ben 9left fo oft als tnögUd^ auf bie 
Heinere, ben aweiten 9left fo oft alS möall^ ouf ben erften S'left, u. f. f. unb menn 



auf bie arö^ere fo oft als möölid^ aufträgt, ben 9left fo oft als mögUd^ auf bie 
Heinere, ben aweiten 9left fo oft alS mögli^ ouf ben erften S'left, u. f. f. unb menn 
man ftnbet, ba^ !ein 9{eft in bem t)oroerge&enben 9tefte aufgellen fann. fo fäliegt 

man (?lttg. Slritl^m. §.13, 8), " " ' ' 

S3eifpie(e: ßegenbre G^om. 



man (?lttg. Slritl^m. §.^3, 8), ba^ bie ©trerfen in!ommentoabel ftnb (Eucl. X, 2). 

m. III probL 19 (oergl. EucL a, 117), Run^t ^lanim. 
l.Stufl. 170. "SBretfdJneiber ®runert Slrt^io 8 p. 440. 



2. SBenn jebe SSegrenjung be« SSerpitnlffe» oon einem 5ßaar 
©röfeen jugleld^ eine S3egrenjung be« aSerpitnlffe« von einem anbem 
^aar ©röfeen x% fo fmb ble aSer^ältnlffe gletd^*). Slttg. arit^m. §. 16, 2. 



') EucL V. def. 6. 



222 täSdemeine SCritl^meti!. 

Sei ^inreid&enb tleinem 6 : a entjd^eibet ba& etjie ©lieb bet eittflefd^loffe*' 
neu gleite, älfo Ifl bie Sogarlt^menbifferenj bem SSerl^ältntö bct 3fluTn^ 
metnbiffetena ju bem 5Rumetui8 um fo genauer proportional, je geringer 
biefe» SSerpitni« iji. SSergl §. 20, 4. 

5* SluiS ben Steil^en (4), wenn fte lonoergent finb, 
log(l + Ä) = h — ih^ + ^h^-.. 

log(l - Ä) = - Ä - iÄ2 - -JÄ3 - . . 

folgt burd& ©ubtraltion 



ilogl-4 = Ä + iÄ3 + iÄ^ + . . 



1 4- Ä 

ober na(| ber ©ubflitution j-^^^ = «. 1^1 = 



a+ 1 



< 1 



»'»«"- ^; + *(^)' +■ • 



in«befonbere bei realen pofitipen ganjen m, n, m — n, u, v 

^ , m m — n ^ ^ (m — n\^ . 

|log!i±J! = _^ + ^(-^^ +.. 

3. S. u = 1, v = 1 giebt log 2. S)ur(äö SSerbopplung finbet man 
log 4, unb M = 4, r = 1 giebt log 5 — log 4. S)a^er wirb log 10 
= log 2 + log 5 gefunben, unb 

1 : log 10 = 0,43429 . . (§. 19, 3) 

3)ie für \ loga gegebene Sleil^e Iont)ergiert, xQVMi ber reale 2;eil 
t)on a pofitit) ijl. Unter ber SSorauäfefeung a =^ p-Y iq ift 

a — 1 



aH- 1 



^ _{v- i)r+^' < 1 



wenn (;> + 1)^ > (p — 1)^ b. l^. jo > 0. SBenn ber reale a;eil t)on 
a negatit) iji, fo l^at bie g^^l — « einen pofitiDen realen SCeil, unb e^ 
Ift loga = log(— 1) + log(— a). SSergl. §. 31, 13. 

SBenn loga gefunben ift unb x einem beftimmten ©ebiet ange^^ 
^ört, weld&eiS a umgiebt, fo wirb log x gefunben al« eine abfolut lon^ 
t)ergente ^potenjreil^e t)on x — a, S)aju mirb erforbert, bafe ber 5ßunft 
X Don bem SRiUIpunlt t)erfd&teben in ober auf bem Ärei« liegt, beffen 
ßentrum ber 5punft a ijl unb beffen Umfang ben Jluttpunft entl^ält. 
%iXiXi. e« ift 



§. 32. 25ic S3inomiatreil^e unb bie ßogarttl^mcnrcil^e. 223 

1 H —], logar = loga + logf 1 H 

2Benn | a? — a | < \a\, aber nld^t a? — a = — a b. lö- ttid&t a: = o, 

/y» _ /» /q(j Ct\ f QC eis 

log^ = loga + -^ - \\~—) + i(,— - 

6. Slu« ben SRelattonen (§. 31, 8) 

e*x = cosa; -j- «sina:, c"** = cosa? — tsina? 

folgt burd^ S)it)lfion 

2jj^ cosa? + isina? 1 + ttanga; 

cosa? — isina? 1 — ttangar 

1 , 1 + »tanga? 

% °1 — ttanga? 

@8 ift |«tanga?| = |tanga:|, tang( — a?) = — tanga?. SSSetttl TlUtt 

|tanga:| < 1, fo i^at man (5) ol^ne SCitötiaJ^me 

Sllfo iji bei allen x be« realen ©ebiete« t)on — i^r big i^r ol&ne 3lu8- 
nal^nte 

X = tanga? — -^(tanga?)^ -|- ^ (tanga:) ^ — . .*) 

Sin ber ©renje x = \üt, wo tanga? = i, ftnbet man bie unenb*» 

lid&e Sftei^e (Seibnij a- <i- D. unb Acta Erud. 1682) 

1 - i + i - -f + . . 
roeld^e bei ber gegebenen 2lnorbnung ber ©lieber gegen ben jroifd^en | 

unb 1 liegenben SQSert \n eben nod^ fonoergiert. SSergl. §. 31, 2. 

ßeid^tere SSereii&nungen ber Z^\ n finb Don SJleroton a. a. D. 
angejeigt worben. 3- S3. 3luÄ geometrifd^en wie au8 goniometrifd^en 
©rflnben l^at man tang^jr == Vi, folglid& 

\^ = y\- \yv ^ \yv - - 

Ober man fe|t \n au« mel^reren ftarl font)ergierenben unenblid^en 
Süei^en jufammen. 2Benn a + /? = i^r, fo ift 

tanga + tangj9 

1 — tanga tang/9 

*) 3ac. ©rcgot^. SJergl. ben S3ncf DlbcnburöS an Seibn» 1675 5lpttt 12. 
%\x^ Sei5ni5 (^rief an Olbenbura 1676 älug. 27) unb 92en)ton (l^rief anSeibnis 
1676 Dft. 24) waren im Sefi^ blefer 3lei§e. 
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butd^ anbete, f, a, h, etfe^t, toeld^e M iu einanbet ber Stenge nad^ 
vetl^alten toie ^, ^, c: 

»ewei«. aSetmöge ber 5ßtopottlott i^ : ö : -ff = .ä : 5 : C ifl 
F:A = 0:B = E:C (6). SUlttttipUdert man in ben ^ohfntmim 
bie ©tdfeen A, B, c bet Sleil^e natSf vxltFiA, G:B, H:C, fo treten 
F, O, E an bie ©teile t)on ^4, J5, c, ol&ne ba^ boä SSerl^fiUni« ber 
^olgnomien fid& tjerftnbert l&at, weil il^re ©lieber mit berfelben S^löl 
«mltipliciert worben finb. 

»eif piele. Sffienn A:B:C ^ FiOih, \o {^ 

A±B : C = F±G : H 
A±B±CiA = F±Q±H:F, U.\.XO. 
$i^ Ax + By+ Cz = 0, fo ift audö Fx + Oy + Hz = 0. 

8« äluiS 2n)ei ^oportionen !ann eine neue abgeleitet n)erben, inbent 
man bie ©rö^en ber einen ber Sfteil&e nad& mit ben ©rdfeen ber anbem 
multipliciert. ^uS 

A: B : C = F: G: ff 

L :M:N= P : Q: R 

folgt bie ^Proportion 

AL:BM:CN ^ FP: GQ : ER 

SJewei«. AL:BM =^ {A:B){LiM) wie oben (5). 5Run ifi 

A : B ^ F : G, L : M = P : Q, folglid^ AL : BM =- {F : G) 
(^P: Q) ^FP: GQ. U. f. ro. 

Umgelel&rt wirb au8 ber ^Proportion 

AL : BM : CN = p : q : r 

abgeleitet 

9. aRan unterfd&eibet ^auptfä(§lid& brei SKittel*) jtoifd^en itoei 
©röfeen: ba8 aritl^metifd^e, ba« geometrifd^e, ba« l^armonifd^e. 

S)a8 aritl^metifd^e SRittel jwifd^en jroei ©röjsen iji bie l&albe 
Summe berfelben. SEBenn x ba« aritl^metifd^e SWittel jn)if(§en A unb 
B bebeutet; fo ift 

X = ^{A + -B), A — X = X — B 

S)ie S)ifferenj oon jmei ©rögen wirb in ben älteren 9led^enbüd&ern 
^boÄ aritl&metifiSe SSerpltniÄ" berfelben, unb bie ®lei(]&ung oon jroei 



*) 92ad^ bem SSorgange ber altem ariejifd^en aRatl^ematüer. SSergl. ^icomad^ud 
Arithm, II, 21. ^a^pu^ Coli. math. tn, 5. 
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S)iffetenien «eine aritl^metlfd^e 5ßtoportion" genannt S)ie arit^mettfi^e 
Proportion ^ — a? = a? — 5 l^eifet „ftetig'' (continua) mit Md[\^t 
barauf, ba§ bie britte ©röfee ber jweiten gleid^ ift. 

3)0« geometrif(]^e 3Jtittel jwifd&en jwei ©röfeen ift bie Oua^ 
brattourjel be3 5ßrobuftS berfelben. SBSenn y ba« geotnetrifd&e aWittel 
jToifd^en A ttttb b Gebeutet, fo ift (5) 

y = YAB, A\y = y\B 

S)ie ©leid^ung t)on SSerpltniffen '^ : y = y : B xoxxb „eine geome- 
trifd^e Proportion" genannt, unb jwar .rftetig" mit Md^xü^t barauf, 
ba^ bie britte ©röfee ber jweiten gleid^ ift. Salier fagt man aud^ 
„geometrifd&e mittlere ^proportionale" für geometrifd&e« SKittel. 

3)0« l^ormonifd^e aWittel jtoifd^en jmei Oröfeen ift bie ©röge, 
beren SReciproIe boä oritl^metifd^e SRittel jwifiä^en ben Sfteciprolen ber 
©röfeen iji, mobei unter ber Sleciprofen ber ©röfee bo« SSerl^öltni« ber 
©inl^eit jur ©röfee tjerftonben mirb (5). SBBenn z bo« l^ormonifi^e SWittel 
jmifd^en ^ unb -B, x unb y bo« aritl^metif(|e unb bo« geometrifd&e 
SRittel jmifd^en benfelben ©rö^en bebeuten, fo ift 

1\ A + B 



^-♦a 



+ 



BJ 2AB 

A — z : z — B = A X Bf x : y = y : z 

@(enfo Devftel^t man unter bem avitl^metifd^en 3RitteI jtmfd^en n ($t'6^m ben 
nten ^ei( il^ret @umme, unter bem geometrifd^en Tlittel ^totfc^en benfelben bie nie 
SBurjel il^reS $robuIt§, unter bem Jarmonifd^en aWittel stotfcficn benfelben bie ®rö^e, 
beren 9lecipro!e baS aritl^metifd^e Mittel jwifd^en ben 9'lecq)rofen ber ©rö^en tft. 
f^atmotdW* ^^p überl^aupt etne Sieil^e t)on @liebern, beren 9iecipro!en eine aritl^« 
metifc^e ^rooreffion bilben (Slllg. 2lritl^m. §. 28, 5), jufolge i^rer 2lnn)enbung bei ber 
^l^eorie ber xonleitem. ^^(äeometrifd^" würbe eine Proportion genannt wegen il^rer 
^nwenbung in @ucUb3 Elementen. 

10* 2)0« geometrifd^e awittel jwifd^en jwei ©röfeen ift Heiner oI« 
bo« oritl^metifi^e aWittel; bie S)ifferenj beträgt weniger ol« bo« Quobrot 
ber S)ifferenj ber ®rö6^n btoibiert burd^ bie Sfod^e Heinere ©röjje*). 

HA + p)- yjB = HYA - YBy 

= (^ — B)^ {A — B)^ 

~ 2(V*2l + YBY ^ 85 

tlberl^oupt wirb bo« 5ßrobuft ber 2;eile einer gegebenen Summe 
am größten, menn bie Sieile einonber gleidö finb. 3)enn ba« $robutt 



*) iSentl^iric ®erg. ^nn. 21 ^, 84. ^ag geometrifd^e ällittel swifd^en n ©röfien 
tft fletner al3 baS aritl^metifd^e. fiiouoiHe 3* ^ p.493. 
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bet ungleid^en %tik lägt fid^ t)erm elften, inbetn man jroei ungleid^e 
%t\k Hx^ gletd&e, nämlid& jeben burd^ i^r aritl^Tnetif(]&e« aJlittel etfe|t. 

Sagegen wirb bie ©umme ber gattoren etne« gegebenen ^tobultö 
am Ileinften, wenn bie fjaf toten etnanber gleid^ finb. ^Betrüge bie 
©umme bet gleiten galtoten ebenfouiel obet mel^t atö bie ©umme bet 
ungleichen gaftoten, fo mäte ba« etftete 5ßtobu!t gtöjset al« ba« leitete, 
gegen bie SSotauSfefeung. 



§. 2. Munitionen t)on SSariablcn. 

1* Sine ®tö§e l^ei^t abl^ängig von anbetn ©töfeen, wenn butd^ 
SSet&nbetung bet lefetetn eine SSetänbetung bet etftetn ben)it!t witb. 
S)ie ©töfeen, t)on benen eine ®tö6e abl^ängt, metben bie aSatiablen 
(2ltgumente), bie abl&ängige ©töfee eine gunftion*) bet SJatiablen 
genannt 8. S3. bet 5Ptei« einet SBate ift eine gunltion i^tet 3Kaffe; 
ba^ aSolum eine« Äötpet« ift eine Munition bet 2;empetatut unb 5ßtef^ 
fung; 5ßotenj, SButjel, Sogatit^mu« einet Qd^l ftnb gunitionen bet 
^oi)l] eine gotmel ift eine gunltion bet Unbcftimmten (Sud^ftaben), 
meldte in il^t ootfommen. SBenn bie gunftion t)on einet SSatiablen 
abpngt, fo entfptid^t jebem gegebenen SEBett bet SSatiablen ein (ein*^ 
beutig obet mel^tbeutig) beftimmtet SBett bet gunftion, t)etfd6iebenen 
SBetten bet SSatiablen entfpted^en im aKgemeinen netfd^iebene äßette 
bet gunftion. SQäenn bie gun!tion t)on mel^tetn SSatiablen abpngt, 
fo entfptid&t iebem gegebenen SSetein oon äBetten aUet SJatiablen ein 
beftimmtet SQBett bet gunftion, einem SEBett einet SSatiablen entfptid&t 
eine einfad^ obet mel^tfad^ unenblid^e ajiannigfalttgfeit t)on SQBetten bet 
gunftion. 

Stgenb eine gunftion bet SSatiablen a?**) i. S5. eine gotmel, in 
bet bie Unbeftimmte x üotfommt, mitb butd^ einen Sud^ftaben (gunf* 
tion^ieid^en) bejeid^net, bem man in Älammetn ben entfpted^enben SGBett 
bet aSatiablen jufefet. 3. S. /{oc), g{x), h{x) bebeuten cetfd^iebene 
t)on X abpngenbe gotmeln, bie bem SBett x bet 3Satiablen entfpte* 



*) SeiBttij nannte gunitionen attctlei ju einem ?punft einer Äuroe gel^örige 
Elemente, feine ^Bfciffe, Dtbinate, Tangente, 9lormale u. f. f. (Acta Erud. 1692 
De linea etc. 1694 Nova calculi etc. «rief an ^uwgenä 1694 JJuni 29). 3o)^. 
SBernouUi brandete 1718 ben SlugbruÄ gunftion in htm \t%i öebtäud^lid^en ©inne 
(opp. II p. 241). S)ie93eaeid^nun0 fix) f^eint ©lairaut juerft angeraanbt ju l^aben 
(Mem. de Tacad. Paris J 733 p. 269). 

**) 3ur Seaeid^nung x)on SSariablen unb gunftionen wutben t)on SBieta SBofale 
geöraud^t; bie heutige Öejeid^nung rül^rt oon ^eäcarteö ^er. 
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d^enbett SBerte ber ß^unltxon, bet ^^gunftion, bet Ä^^gutiftion. @benfo 
bejeid^net man eine gunition ber Sßariablen a? unb y butd^ F{x, y), 
u. f. n). Unter /(O), /(l), . . t^erflel^t man bann bie aBerte f{x), 
weld^e ben aBerten a? = o, l, . . ber aSartablen entfpre(]&en; unter 
F{o, 1) uerpel^t ntan ben aBett ber f{x, y), roeld^er ben SBerten 
a; = 0, y = 1 ber Variablen entfpricßt u. f. xo. S)er einem gegebenen 
aBeg ber SSariablen entfpred^enbe SSerlauf ber gunftion fann baburd^ 
t)erbeutlid^t werben, ba§ man mit einer Steige von aBerten ber SSari* 
abten bie Sfteil^e ber entfprei^enben SBerte ber gunition tabeüarifc^ 
jufammenfteHt. 3- 33. 



f(^) = 



3 + 4a; 

7 — 2£c2 — 
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Um ben ^fni^alt ber XaUUt jur Slnjd&auung ju bringen, fonftruiert 
man auf einer beliebigen ©eraben nad^ einem beliebigen 3Rafeftab bie 
(realen) aBerte ber SSariablen atö Slbfciffen b. I&. al^ ©treden ber 
©eraben, bie von bem (beliebig gewallten) SRuttpunft berfelben an^ 
fangen, unb bie entfpred^enben aBerte ber gunftion, wenn fie real pnb, 
atö Drbinaten b. l^. al^ ©treden, bie normal ju ben Slbfclffen pelzen 
unb Don ben Snbpunften berfelben anfangen. SDie Sinie, auf ber bie 
Snbpunlte ber Drbinaten liegen, wirb bur(§ ben gegebenen gufammen^ 
l^ang ber gunftion mit ber SSariablen bejilmmt. 

§Rid^t*»reale aBerte ber SSariablen unb ber g^nltion lönnen burd^ 
Slbfciffen unb burd^ Drbinaten nid^t bargeftellt werben. Äomplejen 
aBerten ber SSariablen entfpred^en im allgemeinen fompleje aBerte ber 
gunftion. ^ux aSeranfdfiaulid&ung brandet man bann auf ber gal^len^ 
ebene bie gtgur ber 5J}unlte ber SSariablen unb bie gigur ber ent*» 
fpred&enben 5J5unIte ber gunftion (aUgem. Slrit^m. §. 16, 10). 

2. aSenn bie aBerte ber gunftion ju einanber ber Sleil&e nai^ 
fid^ oerl^alten wie bie entfpred&enben aBerte ber aSariablen (bie wten 
^Potenjen biefer aBerte), fo Reifet bie gunition proportional ber 
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SSatioblen (bet mten ^oteng berfelben). 98itb bie 93atia6le pmal fo 
QXd% fo wirb bie fjunftion pmoi (p'^maV) fo flro|. SBentt man butd& a 
ben Dttotienten eine« SBette« ber gutiltion burd& ben entfpred^enbett 
SQBett bet Variablen bejeld&net, fo ifl f(x) == oa? ober oa:» (§. i, 6). 

Seifpiele. S>ie SRaffe einei» ftötper« ifl feinem @en)id^te ;n:opor« 
tionoL S)er ^eiiS einet 3Bate ift bem ©ewid^te betfelben ptopot^ 
tional, rotnn nid^t bie @tdge be« {aufli(|en ©egenfianbe« feinen $tei£ 
etl^öl^t 2)ie f$läd^e bed fiteife« ifl bent £luabtat Ui fHabivä ptopot^ 
tional. S)aiS äiolum bet ßugel ifl bem fiubu« be^S 9labiud ptopottional 
S)ie gatttiefe ift bem Duabrat bet gattjeit ptopottional. 

3* aOBenn bie SQBette bet gunition ju einanbet bet Sleil^e nad^ 
pc^ t)etl&alten, mie bie SReciptofen bet entfpted^enben SBette bet SSati^ 
ablen obet wie bie SReciptofen bet mten 5ßotenjen biefet SBette, fo l^eifet 
bie gunition umgetel^tt (inbitelt) ptopottional bet aSatiablen 
obet il^tet mten ^otenj. aSBitb bie SSatiable jomal fo gtofe, fo roitb 
bie gunition ben i?ten S^eil obet ben p'^Un 2;eil fo gtofe. SBenn man 
butd^ a baä 5ptobuft eine« SBette« bet gunition unb be« entfpted&enben 

SQBette« bet SSatiablen bejeid^net, fo ifl f{x) = — obet 



X x^ 

SBeifpiele. Sei beftimmtet Sltbeit iji bie SltbeitSjeit umgefel^tt 
ptopottional bet angemanbten ^aft. S)ie ßtiimmung be« Steife« ifi 
bem 9labiu« umgelel^tt ptopottional. S)ie ^ettigfeit einet oetfd^toinbenb 
Ileinen beleud^teten gläd^e ift bem Quabtat il^te« 2lbjianbe« oom Sid^t-» 
punite umgefel^tt ptopottional S)a« ®mx^t eine« ßötpet« ijl bem 
Quabtat feine« Slbfianbe« t)om 9ltttaItion«centtum umgefel^tt pto- 
pottional 

fS^tttn bie ^nftion ber ^atiahlm obet einer ^otett) berfe{5en proportional ober 
umae!e^rt proportional ift, fo !ann man mi^ einem äßert ber SSariablen unb bem 
entfpre(9enben äßert ber tyunftion ben einem anbem äBert ber SSariablen entfpred^em 
ben SBert ber gimftion burdj Siegel bc tri bered^nen (®em. SlritlJ. §, 6). 

4» SBenn ben aSBetten «, « bet SSatiablen bie Sßette b, y bet 
gunftion entfpted^en, fo finb x — a, y — b entfpted^enbe S)if f eten§en 
(incrementa) bet SSatiablen unb bet gunltion. äBenn jebet l^intetd^enb 
Ileinen ©iffetenj o? — a bet SSatiablen eine beliebig Keine SJiffetenj 
y — ft bet gunltion entfptid^t, fo l^ei^t bie gunftion lontinuietUd^ 
(ftetig) bei bem 2Bett a bet SJatiablen. Sßenn bei bem in Settad&t 
gejogenen 2Bett a bet SSatiablen biefe Sebingung nid^t etfüttt iji, fo 
l^at bie gunftion bei bem SBett a bet SSatiabeln eine S)i«fontlnuität 
(©tetigleit«^Untetbted&ttng). 
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I. SBenn bie gunitton, wäl^tenb bie Satlable bte tealen SBerte 
«1 f «2 f • • r ^n in ftelgcnbet Steige erl&ält, fotttinulerUd& bett tealen 
aSeg t)on b^ bi« ^n jutüdlegt, auf weld^em unb oo nld&t liegen, fo 
l^aben bie 2Berte ber gunition bagfelbe 3^i<ä&en. S)et j. S. pofttiDe 
aBett 6k bet gunftion l^at ben S^ad^bat ^k+i = ^k + (^k+i — ^k), 
weld^et pofitio ift, weil ^k+i — hk entioebet > ijl obet negatiD, abet 
bei l^inteid^enb lUinet iDiffetenj «k+i — «k beliebig Hein. 

n. aOBenn bie gunltion, wä^tenb bie SSatiable ben angejeigten 
tealen aSeg bon «j bi« «n jutüölegt, fontinuietlld^ t)on 6, bi8 6n gel&t, 
unb rotnn h^ unb ^n lonttäte S^i^^n l^aben, fo giebt e2 jwifd^en 
«1 unb an einen SBett Ok bet SSatiablen, roeld^em bet SBett obet «> 
bet fjunltion entfptid&t 3ßtnn nid^t, fo l^ätte ftn bo« 3^i^^n von h^. 

in. SBenn bei ben zotigen SSotauSfefeungen ftn = b^ x% fo efifHett 
jwifd^en a^ unb «n ein tealet SBett a bet aSatiablen, weld^ew ein 
eyttemet SBett bet gunftion entfptid^t, ein SDlafimum obet ein 
attinimum b. ^. gtöfeet obet Ileinet afö l^inteid&enb nal^e vox^ unb 
nad^jiel^enbe SBette bet gunftion. 'S)tnn bie gunftion fann von bem 
SBett &t au« webet butdfeauÄ peigen nod& butd&auS fallen, um ben 
SBett ftn = ^i ju etteid^en. 

5* I. SBenn bie S)iffetenj b^ — b bet gunftion butd^ bie enfc: 
fpted^enbe S)iffetenj a, — a bet SSatiablen unb 5|}otenjen biefet5Diffetenj 
auggebtüdEt roetben lann (SSotauSfefeung bet S)iffetentialted^nung), fo 
ifi bie gunition fontinuietlid& bei bem SBett a bet SSatiablen, unb bie 
3)iffetenj bet gunftion ijl bet entfpted^enben S)iffetenj bet SSatiablen 
ptopottional mit einem bei l^inteid^enb f leinet S)lffeten} bet SSatiablen 
beliebig Keinen ^el^let. S)enn nac^ bet SSotauÄfe^ung 

b^ — b = p{a^ — a) + q{a^ ^ a)^ + . . = {p + d){a^ — a) 

ift d eine lonoetgente ^otenjteil^e von a^ — a unb teilbat butd^ 
a^ — a, folglidö ift bei l&inteid^enb Ileinet S)iffetenj ai — a nid^t nut 
d, fonbetn aud^ b^ — b beliebig Hein. SBenn ebenfo 

b2 — b = p{a2 — a) + q^a^ — a)^ + . . = (p + <J')(a2 — «) 

fo ifi bei l^inteid^enb Keinen a^ — a, a^— a 



6j — b b^ — b 

beliebig Hein b. ^. 



^ ö — d' 
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02 — d dl — d 

mit einem beliebig Keirten geißlet. 

©iertrt iji bie t)on bett SRad^folgern ©lopl^atit« au^gebtlbete 

,,regula falsorum" (el-chataayn, t)ergl. S)tobifd^ de Widmaimi com- 
pendio p. 29, falsarum positionum bei Leonardo IIb. abaci foL 141, 
regula aurea bei Gardano ars magna cap. 30) etttl^alten, fOTt)ie bie 

Siegel für bie ^«terpolation ber 3;abeIIen twjn befiimmten gunftionett. 
ättg. atit^m. §. 20, 4. aSetgl unten §. 8, 4. 

IL 3m realen Oebiet l&aben, nad^bem p gefunben unb webet 
nod^ 00 ift, bei l^inteid^enb fleiner S)ifferenj bet Variablen bie SBerte 
P + ö nnbp boÄfelbe S^i^^n (4, 1). 3)a]^et lö^ben bie entTpred^enben 
®iffeten}en hi—b unb a^ — d bogfelbe ober niiä^t baafelbe S^i^^^^ 
jje nad^bem p pofttio ift ober negatio, b. 1^. bie gunltion beginnt von 
h aus ju jieigen ober ju fallen, wäl^renb bie SSariable üon a au« 
wäd^ji, je nad^bem p pofitio ifi ober negatio. 

SBenn p null iji, fo bleibt bie gunftion unoeränbert, toä^renb bie 
Variable oon a au« pd^ ju änbern beginnt, b. % bem SBert « ber 
Variablen entfprid&t ein SBert ber gunition, ber entweber ein SUiayi* 
mum ift (beim Übergang ber gunftion au« bem Steigen in« ^aVitn, 
wä^renb bie SSariable i)en SBert « burd^lauft), ober ein SDlinimum 
(beim Übergang ber gunftion au« bem galten in« Steigen), ober feine« 
oon beiben- 

©er entfd^eibenbe ®ntn)tdEelung«coeffictent p l^ei^t bie glufion 
ber fjunltion (nad& SKewton) ober i^r 3)ifferentialquotient (nad& 
Seibnij) ober il^re ©erioierte, Slbgeleitete, 2lbleitung (nad^ 
Sagrange). ©. unten §. 10. 

6» 6ine gunltion einer SSariablen l^eißt ganj (integra) unb 
^wten ©rabe«, wenn fie ein ^olgnomium ift, beffen ©lieber ^otenjen 
ber 3Sariablen entl^alten mit pofitioen ganjen ©fponenten, beren größter 
m \% 3. 83. 

ax -\- h 

ax^ -|- 6a? + c 

ax^ + bx^ -]- ex '\- d 

u. f. m. finb ganje gunftionen von x iten, 2ten, 3ten ©rabe« (linear, 
quabratifd^, fubifd^), xotnn bie ßoefficienten a, 5, c, d lonftant 
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b. 1^. von X unabpttflig, übrigen* beliebig finb. SBeil (a + x)'^ — x^ 
= a2 + 2aa?, fo ift (a + x^ — x^ in SBBa^rl&eit eine gunltioti t)ott 
X eriieti ©rabeä. 

®itte gatije gunftion t)on a; ifl bei enblid^em x enblid^ unb butd^ 
auÄ fontinuietUd^ (4). S)ie ganje Sunltion ^4 l^eifet teilbar burd^ bie 
ganje gunltion B, unb B ein S)ii)ifpr t)on -4, wenn ber Quotient 
A : 5 eine ganje gunltion ober lonftant ift. g. S5. a°» — o?"^ iji tei^ 
bar burd^ a — x. 

6in ^ßolpnomium, weld^e« eine gan^e g^nftton ift fowol^l ber 
Variablen x, atö aud^ ber Variablen y, l^^ifet eine ganje f^unftion ber 
beiben SSariablen unb wten ®rabe^, wenn feine ©lieber ^probufte 
variabler gaftoren x^ y entl^alten, beren größte Slnjal^l m iji. 3. 33. 

ax + by + c i^ eine lineare fjunftion oon x unb y, 
ax'^ + hxy -[- cy'^ + dx + ey -\-f ift eine quabratifd^e g^unftion t)on 
'x unb y. U. f. n). 

7* SSBenn B eine ganje gunftion ifl, unb A eine Äonjtante ober 
eine ganje gunftion, welche burd^ B nid^t teilbar iji, fo l^eijst ber 
Quotient A : B eine gebrod&ene gunftion. S)ie gebrod&ene gunKion 
ift bei bejiimmten enblid^en SQBerten ber aSariablen, weld^en -5 = 
entfprid&t, unenblid^, ilbrigeniS burd^auS fontinuierlid^ (4). 3)ie ganjen 
unb bie gebrod^enen gunitionen werben rational genannt 

@ine gebrod&ene gunftion l^eifet ed&t ober uned^t gebrod^en, je 
nad^bem ber ®rab be« SJtoifor ben @rab be* S)ioibenbu* überfteigt 
ober nid^t überjieigt. Sine uned&t gebrod^ene g^unftion läßt fid^ burd^ 
3)it)ijion jerteilen in eine ganje gunftion, roeld^e fi($ aud^ auf eine 
Äonjiante rebucieren f ann, unb in eine ed&t gebrod^ene gunftion (Slllg. 
SKrit^m. §. 12). 

SluÄ ben gegebenen ganjen gunftionen A, b finbet man burd& 
fucceffioe S^imponen bie Äette (2iag. Slrit^nt. §. 13, 3) 

A = BP-^ C 

B = CQ + D 



L = MÜ+ N 

wobei bie ©rabe ber ganjen gunitionen A, b, C, d, . . eine fattenbe 
3leil^e bilben, unb bie Quotienten P, Q, . . ganje gunftionen finb. 
Um ganje ©oeffictenten ju erreid^en, üerRel^t man bie S)ioibenben mit 
l^inreld^enben pofitioen SKultipllfatoren. S^ber ber Slejie C, D, . ., n 
fann auS A unb B fomponlert werben. 

eat^er. I. 7. »uft. 16 



\ 



242 %lqthta. 



@lne gattje guttftton, bie in A unb B aufgellt (6), iji ein S)ioifot | 
t)on C, D, .. . SBenn bie gun!tion n ein S)it)ifor von M ifi, jo ip fte 
her größte gemeinfd^aftlid&e S)it)ifot t)on A unb J5, unb il^te 
(Soefficienten finb au3 ben ßoefftcienten t)on ^ unb ^ rational ju^ ^ 
f ammengefe|t SSenn iV t)on ber SBatiablen unabhängig ijl, fo ifl bie ' 
gebrod^ene §unItion A\B irrebucibel. Über bie ^Formulierung be^ 
gemeinfd&aftlid^en SJioifor oon jwei gegebenen ganjen gunftionen unb 
über bie Sebingungen feiner ©fijtenj oergl. unten §. 10. 

8. aSenn mel^rere Unbeftimmte burd^ eine ©leid^ung oerbunben 
finb, fo ift bie unenblid&e 3Wannigfaltigfeit ber SBerte t)on einer ber*' 
felben befd^ränlt, oon ben übrigen unbefd^ränft. Siebe ber Unbejlimmten 
lann atö bie Unbefannte betrad^tet werben, weld^e oerntöge ber gege^ 
benen ©leid&ung bur($ bie übrigen Unbeftimntten einbeutig ober ntel^r^ 
beutig benimmt, b. ^. eine beftimmte^gunltion biefer Variablen ift, 
S)ie gunftion l^eifet burd^ bie ©leid^ung implicite (unentmidEelt) ge^ 
geben, bi8 ba^ il^r SBert gemäß ber ©leid^ung burd^ bie aSariablen 
auiSgebrüdtt iji (explicite). 

Sßenn u eine gegebene ganje Munition t)on x wten ®rabe3 unb 
oon y nten ©rabeS ift (6), unb wenn Jbie ©leid^ung u = o gegeben ifi, 
fo l&eißt y eine algebraifd^egunttion t)on x, unb ift burd^ ben 9Bert 
X ber SSariablen (abgefel&n oon einjelnen SBerten berfe(ben) nbeutig 
beftimmt (biformis, triformis, . . oergl. §. 10). @inem rationalen x 
entfpred^en im allgemeinen irrationale y, einem SBeg ber aSariablen 
entfpred^en n groeige ber ^unftion (l). 

Sei n = 1 ip y eine rationale gunftion t)on x, gebrod&en ober 
ganj. SBenn n > i unb u ein Sinomium, fo lö^ifet y eine irrationale 
algebraifd&e gunftion t)on x. Sflationale gunftionen finb einbeutig. 
®ie irrationale gunftion a + Yx ift 2beutig, außer bei a? = 0, bem 
ein gemeinfd^aftlid^er 5punft ber beiben Steige ber gunftion (ein SSe r^ 
jroeigung^punJt) entfprid^t. S)ie irrationale gunftion Va — Ja? + 

Vc —■ dx iji ebeutig, unb 3beutig bei o? = a : &, 2beutig bei a? = c : J. 
2Benn y anx buri^ eine @lei(|ung gebunben unb !eine algebraifd^e 
gunftion oon a?ift, fo l^eißt fie eine tranSfcenbente*)'Sunftion t)on 
X, 3. S. a*, cosx, logar, axccosa? finb trauiSfcenbente gunftionen oon 
Xf bie beiben erften einbeutig, bie beiben legten unenblidj)beutig. ©anje 
gunftionen unenblid^en ®rabe« finb im aUgemeinen nid^t algebraifc^; 



*) 2)icfc Utttcrfd^eibungen finb im 17tcn 3aljr]^. aemadjt worben. 2)ie SSenetis 
nungen rügten l^auptfäd^licl^ t)on Seibnij l^et. Acta Erud. 1682, 1684 p. 234. 
SBcrgl. ©ulct Introd. I cap. 1. 5l5cl (Ereile 3- 1 p. 67. 
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5ßotenjteil^en finb rational, wenn fte refurrent finb (Slllg. Sltitl^m. 
§. 12, 4). Übet anbre Äritetten oergl. feilte Stelle 3. 48 p. 267. 

9. SBetttt eine g^nftion mn mel^tetn 3SattabIen fo abl^angt, baß 
butd^ 3KuItlplifatiott bet SBette bet einjelnen SSatiablen mit t bet 
äBett bet eJunltion mit t^^ multipliciett toitb, 

f(tx, ty, ..) = t^ fix, y, . .) 

fo l^eifet bie gunftion l^otnogen oon m S)imenfiotten*). 3- 53. 

________.^ fix I "hit 

ax^ + 2bxy + cy\ ^f xy, /o? — y, loga: — logy, — ^ Ai 

X — y 

finb l^ottiogene gunitionen von 2, l, i, O, — l S)imenfionen. 

6ine ganje l^omogene gunftion t)on l, 2, 3, . . SJimenfionen, beten 
©liebet je 1, 2, 3, .. oatiable gaf toten entl^alten, l&eifet eine gotm 
Iten, 2ten, 3ten, .. ®tabe« (lineat, quabtatifd^, fubifd^, ..), unb 
jroat binät, tetnät, . . nad^ bet Slnjal^l bet SSatiablen**). 3- ^• 
ax^ + 2bocy + cy2 t[t eine binäte quabtatifd^e gotm bet SSatiablen 
^, y. ^tht^ ©lieb einet gotm mUn ©tabeS t)on n SSatiablen entl^ält 
eine Kombination oon m gleid^en obet ungleid^en t)atiablen gaftoten; 
alfo l^at bie allgemeine gotm wten ©tabe^ t)on n aSatiablen 

'n -\- m — 1\ fm -\' n — 1' 

m ) \ n — 1 

©liebet (Sfttgem. Sltltl^m. §. 25, 6). 

2)ie ©liebet einet nid&t l^omogenen ganjen gunftion y^ten ©tabe^S 
fönnen in gotmen bet ©tabe 0, 1, 2, . . , m oetteilt metben. Sejeid^net 
man bie gotmen but($ /o , /i , . . unb eine neue Variable butd^ «, 
fo etfcä&eint bie nid^t l^omogene ganje gunition /o + A + . . + /m 
al8 bet SBett bet gotm t^f^ + t^'^A + t^'^A + • • + </*m-i +/m, 
meieren bie leitete bei ^ = l annimmt. @ine nid&t l&omogene ganje 
gunftion mten ©tabeiS t)on n aSatiablen ijl ein befonbetet SQBett 
einet 2fotm üon w + l SSatiablen; fie l^at bemnad& im allgemeinen 



( 



©liebet. 

m / \ n 



10* ®ine gunition mel^tetet aSatiablen l^eifet f^mmettifd^ obet 
altetnietenb***), je nad&bem fie butd^ aSettaufd^ung bet SBette t)on 

*) ®utcr Introd. I cap. 5. 
**) (3au6 Disq. arithm. 153. 266. 

***) 3)ic Benennung ^^f^mmctrifdjc gunftion", wofür man fonji functio invaria- 
bilis fagt« (Sograngc, aud^ ©aufe disq. arithm. 347), ift öon SoctoiE eingcs 
fü^rt roorbcn (Sufä^e ju Clairaut elem. d'algöbre 5. ed. 1797, 1 p. 298. Compl. 

16* 
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ie jwel aSatiablen benfelben ober bett entgegengefe|t gletd^en SGßert et*» 

COS(ir — y)f xy -\- yz '\- xz — a:^ — y'^ — z^ 

finb jptnmetrifd&e gunttionen t)on x, y, z, toeil jte ftd& nld&t änbetn, 
wenn man x mit y, ober a: mit z, ober y mit z t)ettaufdöt; 

^ — y/ (^ — y)^ sui(a; — y), (a; — y)(x — z){jy — z) 

finb altemietenbe gunftionen t)on a:, y, z, meil fie ben entgegengejefeten 
äöert erl^alten, wenn x mit y, 'ober a: mit z, ober y mit ^^ t)ertauf(i^t 
toirb. S)ie ©eterminantett (Slllg. Slrit^m. §. 26) finb altemierenbe 
gunf tionen i^rer ©lemente. 5Da^ Duabrat einer altemierenben gunf tion 
ift eine f^mmetrifd&e gunftion. 

"^xin eine fpmmetrifd&e gunftion t)on x, y, z ba« ©lieb a^x^yßzr 
l^at, fo entl&ält fie bie ©lieber a^x^yr^ß^ a^oci^y^zr, . ., n)el(^e burd^ bie 
gegenseitige SSertaufd&ung oon x, y, 2: ober oon a, ß, y entftel^en, mit 
bemjelben ©oefficienten. ^tnn eine ganje fpmmetrijtfte fjunftion ber 
n Variablen x, y, z, .. in Sejug auf jebe einzelne Variable mten 
©rabeiS ift, fo erl^ält man il^re ©lieber au« ber gormel a^x^yi^zr .., 
inbem man für «^ . . je n gleid^e ober ungleid^e Qa\)ltn ber Sftei^e 0, 
1, 2, .., m in allen möglid^en 2lnorbnungen je|t; bie gunition l^at 
alfo nid^t mel^r oerfd^iebene ©oefficienten, al« e« Kombinationen aßy . . 

giebtnämlid&(" + ^ + '*-^) = (" + "). 



§. 3. ®ie analgtifd^e 3Äetl^obe. 

!♦ S)aÄ aDgemeinfte SSerfal^ren, matl^ematifd^e 2luf gaben ju löfen, 
befielet barin, bafe man juerft bie gefteHten ^agen mit einer ober 
mel^reren Unbejiimmten t)orläufig beantwortet, atö ob bie Aufgabe 
gelöft märe. S5ief e Unbeftimmten l^eifeen bie Unbef annten ber Slufgabe. 
S)ann werben bie S)aten ber älufgabe (bie gegebenen ©röfeen) burd^ 
bie Unbefannten auSgebrüdtt, unb bie gefunbenen gormein (gunftionen 
ber Unbefannten) ben SQSerten, meldte fie l&aben f ollen, gleid&gefefet. 
©nblid^ bered^net man, fomeit e« möglid^ ift, bie Unbefannten au& ben 
aufgeftellten ©leid&ungen. 



d'algöbre 1). S)ie altemierenben gunftionen l^a^en il^ren Sftamen burd^ ©aud^^ 
1812 erl^alten (Joum. de l'öc. ijolyt. Cah. 17), ber bie fgmmetrifd^en gunftionen in 
permanente unb altemierenbe teilte. 
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SDiefc« inbirefte aSetfal^rett, xodä)t^ mit uttTOefentltd^en aSeränbc^ 
tungen aud^ jut ©tfinbung oon geometrifd^en Äonfttufttonen gebrandet 
wirb, ift aus bem Slltertum unter betn SRameti Slnalpfl«*), analp*» 
tifd^e SDletl^obe befannt 

SBei jpiel 1. ©ine ©efeUfd^aft t)Ott 90 ^erfonen entplt 4 Sölättner 
tnel^r als grauen, 10 Äinber mel^r al« ©rwad^fene. SluS wieoiel 
3Rännem, grauen, fiinbern befielet bie ©efettfd^aft? 

S)ie ©efettfd^aft entl^ält x grauen, folglid^ a? + 4 aWänner, 
2x + 4 ©rwad^fene, 2oc + 14 Äinber; jufammen Ax + 18 ^erfonen. 
©ie fott 90 5JJerfonen enthalten; alfo fe^t man 

4x + 18 = 90 

2lu« biefer »ebingung folgt 4x = 72, a? = 18, b. ^. bie ©efettfd^aft 
befielet au« 18 grauen, 22 aWännern, 50 tinbem. 

Selfpiel 2. 3Ran gewinnt p ^ßrocent an einer SBare, bie man 
für m %1)aUx Derfauft. SaBiet)iel ^procent gewinnt man, wenn man bie 
SBare für n St^aler tjerfauft? 

Sei X ^ßrocent ©eminn werben 100 + x %\)ahx für 100, l 2;i^aler 
für ben (100 + x)ten SIeil fot)iel, n 2:i|aler für nmal foDiel ein^ 

genommen, b. I^. bie SBare würbe für — 2;^aler eingefauft. 

S)ie SBare wirb aber mit p ^ßrocent ©ewinn für m 3;^aler berfauft, 

foll alfo für 7Kö~^ %^ahx eingefauft worben fein. 2llfo fe|t man 

lOOn lOOwi 



aiuS biefer 83ebingung folgt 



100 + X 100 + ;? 
100 + X 100 + j9 



n m 



*) Üi^er bie anal^tifd^e SRctl^obe, olS bereu ©rfinber ©ubo^uS (^latonifd^e 
(Schule 370 x>. @§r.) genannt n)irb, l^anbeln @uctibe3 (Elem. 13 ^u Einfang unb 
Data, beutfc^ von ©d^wab 1780)^ '^apiiiu^ Coli. math. 7, SBieta Isagoge in 
artem analyticam, Sien) ton Anthm. univ. ed. Gravesande p. 64, u. a. SBergt. 
Älüßel matlj. 3B. I p. 86. ^i^im^x m «offut ©efdj. b. 3Rat§. 1804, I p. 116. 
Beregnungen nacl^ anat^tifd^er äRet^obe l^aben im Altertum J^auptläd^lid^Xiopl^aU' 
tud, nad^ il^m bie Araber geleiert. 3m Beginn ber mmm 3^^^ unterfd^ieb man ars 
minor s. ars rei et zensus — bie Unbelannte l^ie^ res, cosa unb i§r Duabrat 
zensus, »ergl. ^ttg. 3lritl^m. §.6 — unb ars magna „quam vulgo cossam vocant 
sive regulas algebraicas'' Cardanus 1545 Ars magna cap. 1. ^ie n>eitere Be^: 
arbeitung biefeS (Gebietes, n)etd^e3 bie Flamen @o^, Algebra bejeid^neten, erfolgte 
neben ber 2lu§bilbung ber SBud^ftabenred^nung. ©eit Sleroton unb Seibnij fam 
für bie oon i^nen auSgebilbete 2)ifferential* unb Sntegralreci^nung ber 9^ame Slna-- 
I^fig in ®ebraud^. 3^^* oerftel^t man unter Slnal^fiä bie il^eorie ber gunitionen, 
unter atgebraifd^er ^nal^fid ober SUgebra bie Sl^eorie ber algebraifd^en S^nftionen. 



100 + a; = (100 + p)-, X = (100 + p)^ — 100 

b. I&. bic ©ate xoixh für » S^aler mit (100 + p)~ — 100 Sßroceitt 

©eioinn, ober o^ne ©emlnn unb Sßetlu|l, obet mit lOO — (lOO + p)— 

5ßtocent Sierluft oerfauft, je nad&bem (100 + p)~~ lOO pofttlo ob« 
nuQ obet negativ iß- 

»cUpicI 3. Suä bem Orte ^ ge^t ein Sote ab, ber in 5 Stunben 
7 3Keilen iurüdleflt. SiuS bera 8 SÖIeilen lilctiDärtS gelegenen Orte 
B ge^t 8 ©tunbcn fpäter bem etften ein SBofe noi^, bet in 3 ©tunben 
5 aneiten jurütflegt. 9Bann unb roo wirb bet erfie Sotc oom jroeiten 
eingeholt? 

©er erpe Sote ift bis jui einl(iolung x Stunben in ©emegung 
unb legt ^x 3Reilen jutüct. Set jraeite SBote i|l x— 8 ©tunben in 
Seroegunß unb legt \{x — 8) ^Keilen iurüct. Siie SJiffetenj bieget 
äßege ift |(a: — 8) — Ja: ajjeiien, unb foH 8 3Retlcn bettagen. 3lMo 
fet^t man 

U^ - 8) - Ja. = 8 

S)ie(e SBebingung lautet einfa^et ?= — ^ = 8, ^^ = ^, rc = 80, 

b. ^. ber ctfle Sote war 80 ©tunben in SBeroegung unb 112 aiietlen 
Don Ä entfernt, olS et oon bem jroeiten sgoten eingetiolt rourbe. 

aSeifpiel 4. Sßenn a, b, c Sfialer JSopitol nad& k, i, manonaten 
fäHig finb, nac^ roietiel SJfonaten fann bie Summe a -\- b -\- c 
3;^alet au^g^apt werben? 

3Iad& X sDlonaten. ®efe$t, 1 Stialet in 1 3Konat ttägt 1 ©nfteit 

3infen, fo tragen w + ö + c a:^atec in x aBonoten (« + J + c)x 

©n^eiten 3*nfen, bagegen a "Xi^ahi in k aKonaten, 6 Xl&aler in i 

aWonaten, c '^aXtx in m aRonaten pfammen ak -\- u -\- cm ein» 

®te erftcn 3'nfen fcHen iien legtem glei^ fein, alfo fe|t man 

., ^ ak + bl + cm 

folgt, = ^^^. 

fpiel 5. ©in aBaffetbel^ülter lann burd& bic 9iö§ten A unb 
aJUnuten, burc^ A unb c in 84 SlKinuten, burd& b unb c in 
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140 SRittuten flefüllt töcrben. ^n mtml 3eit fann er burd^ jebe 9lö^re 
einjeln, in tüietJiel 3^tt burd^ alle brei 3lö^ren gefüllt roerben? 

S)et SepUer fann burd^ A, B, C einaeln in x, y, z SRinuten 

gefüttt werben, alfo liefern A, B, C in 1 SKinute -, -, - Säe^älter, 

A unb B in 70 SUlinttten 70 (^ + -) fSt^öÜix 

A unb C in 84 SKlnuten 84 (-^ + -j) Sel^ältet 

5 unb C in 140 SKinuten 140 (- + jj Se^fiUer 
S)iefe ©röfeen follen je l Sepltw betragen. Sllfo fe|t man 

\x ' yj X ' y 70 

84(1 + 1) = ! 1 . +1=^ 



X z) X 2^ 84 

/l . 1\ . 1.1 1 



140 - + -=1 * _ + _ = 



\y z ) y z 140 

2 11 1 2 

worauf — = ;:^ + 57 — T77^ = Ti^. a:=i05 gefunben wirb. 

a? 70 84 140 105' ° 

gernerift^ = 4-,4^^,,y = 2lO. ©nblld^ ^ = r^n - ^ 



t/ 70 105 210' ^ — ..^ ^ ^^^ 210 

= |i^, ^ = 420, b. ]&. bie SRö^ren ^, 5, C fütten ben Seplter 

einzeln in 105, 210, 420 SRinuten. 

3)ie brei Sftö^ren jufammen liefern (yi^ + ^iir + liir) S3epUer 
in 1 SDlinute, folglid^ 1 SSel^älter in 

-T — ; — \—, — =- = 60 aWinuten. 

öeifpiel 6. A unb ^ l^oben jufammen c %\^(iXtx, ber erfte m 
SRonate, ber jwette w SJJlonate lang, in einem @ef(i^äft angelegt. 3ln 
Kapital unb ^\v!\tn erl^ielten fie p unb q 5CI&aler jurild. SßJiepiel ^atte 
jeber beigetragen? 

A l^atte X 2;i^aler m SKonate lang angelegt, alfo mx ©inl&eiten 
Sinfen t)erbient (SSeifpiel 4). ©ein ©eroinn betrug p — x S;^aler, 

folglid^ 1 ©inl^eit '^xvSitn '^SZ^ SEI^aler. 
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B l^atte c — x 3;i^aler n SDlonate lang angelegt, alfo n{c — cc) 
einleiten %\n\tn t)erbient. ©ein ©ewinn betrug q — ip — x) 3;^alet, 

folglid^ 1 etnl&eit Sinfen g--(^-^^) 2;]^aier. 2)ie ein^eit Slnfeit foD 
aber ^^^^^ Sil^aler betragen, alfo fefet mm 



q — {c — x) p — 



X 



n{c — x) mx 

3)ie @nttt)i(felung biefer S3ebingung beftel&t in ber Sluflöfung einer 
quabratifd^en ©leid^ung. 

2» Äonfirultionen nad& anal^tifd^er aWetl&obe. 3Ran lonfiruiert 
bie gefud^te gigur n)illlürlid&, unb au^ ben ©lementen ber wiHfürlic^en 
gigur biejenigen Elemente, roeli^e x)on gegebener ©röfee ober Sage fein 
foBen. §ierburd^ unb burci^ geeignete ^ilfÄlinien entpcl^en ißilf^figurett, 
weld^e nad^ geometrifd&en Sftegeln burd^ bie 3)aten beftimmt finb. 9lun 
fonftruiert man foroeit e^ niöglid^ ift aujS ben S)aten bie ^ilfiSfiguren, 
unb au5 biefen roieberum bie gefud^ten giguren. 3)abei jeigt eS fic^, 
weld^en ©ebingungen bie S)aten unterworfen fein muffen, bamit bie 
Slufgabe lösbar fei, unb roieoiel oerfd^iebene ^^iguren ben gorberungen 
ber aiufgabe genügen fönnen (Determination, dioqtafjLog), 

Seifpiel 1. 3)a^ JDreied ju fonftruieren, in roeld^em ein SBinfel, 
bie gegeniiberliegenbe ©eite unb bie ©umme ber anliegenben ©eiten 
t)on gegebener ©röfee finb. 

ainalpfi«. 5Da« gefud^te S)reiedE fei ABC, ber gegebene SEBinfel 
B unb bie gegebene ©eite CA, SBenn man auf ber aSerlängerung 

t)on AB bie ©tredte BD = Bö 

mad^t, fo ift AD =AB + BC 

bie gegebene ©umme, unb ber 

SBinfel CDA bie §älfte be^ ge* 

gebenen SBinfel^ B, weil ba« 

SreiedE DCB gleid&fd^enfelig ift 

3)a nun in bem §ilf8breiedE 

ADC ber äßinfel A bie gegeniiberliegenbe ©eite CA, unb bie anliegenbe 

©eite AD gegeben ift, fo läfet fid^ ba& ^ilfSbreiedt unb barau^ ba^ 

gefud&te 3)reied fonftruieren. 

Äonftruftion. SWad&e ef gleid^ ber gegebenen ©umme, GFe 
gleid^ bem gegebenen SEBinfel, unb t)oIIenbe ben Sft^ombu« efoh, fo 
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bafe ber JBinfel hfe 
= ^GFE Tüitb. S3e^ 
fd^teibe um e mit bet 
flegebenen Seite ben 
Äretö, bet bie S)itt90^ 
nale FJ3^ im attgemei- 
neu in J unb J' trifft. 
3ie^e JK {j'k') pat- 
attel mit FG, fo ift 
EJK {EJ'K') ba« ge- 
fu(i&te S)teie(I. 

Sern ei«. SDer SBinfel ^Zi^; ift bem SQäinfel OFE, alfo aud& bem 
gegebenen SBinfel gleid^, weil JK unb Fö parallel finb. gerner ift 

KJ =: KF, weil Ä/F = G^/V = JFK, f olglid^ EK+KJ= EF = 

ber gegebenen ©umme. 6nblid& ift EJ = ber gegebenen ©eite. ®benf o 
beioeift man, bafe ej'k' ben gorberungen ber Aufgabe genügt. 

SDetermination. S)ie Aufgabe ift löi^bar, wenn bie diagonale 
FH t)on bem Äreife um E getroffen wirb. S)ie« ift ber gall, wenn 
bie gegebene ©eite nid^t Heiner ift, a\^ bie SRormale a\x& E ju Fii, 
b. i), nid&t Heiner ate bie ißälfte ber anbern 2)iagonale £ö^. 

SDie beiben SKuflöfungen ber 3lufgabe finb nid^t roefentlid^ t)erfdöie=» 
ben. S)enn im 3tl&ombui8 efgh ift efj ^ e^j', alfo ber SGBinlel 
KEJ = J'EH = E/'z'. S«un ^aben bie 2)reie«e £./if unb ej'k: 
eine ©eite unb jmei gleid^liegenbe SBinlel ber Sleil^e nad^ glei4 ^Ifo ift 

EJK ^ J'EK\ 

Seifpiel 2. ®ag S)reiedf ju tonftruieren, in meld&em ein SEäinfel, 
bie gegenüberliegenbe ©eite unb ba« SSerl&ältni« ber anliegenben ©eiten 
gegeben finb. 

Slnalpfi«. S)a« gefud^te ©reiedt fei ABC, ber gegebene SBinfel 
C, bie gegebene ©eite AB^ boÄ gegebene aSerl^ältni« BC : CA. SBenn 
man burd^ einen beliebigen $unft D ber ®e* 
raben C^ bie mit ab parallele ©erabe sielet, 
toeld^e BC in E fd&neibet, fo ifl EC : CD = 
BC : CA t)on gegebener ©röfee. SBenn man 
nod^ burd^ B bie mit CA parallele ©erabe 
jiel^t, meldte DE in F fd^neibet, fo ift DF = 
AB von gegebener (Sröfee. aJlan fann alfo au« 
ben S)aten bie ^ilfSfigur CDEF, unb au« 
berfelben ba« gefud^te ©reiedt lonftruieren. 

3)iefe Slufgabe ift bei beliebigen S)aten einfad^ auflösbar. 
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©eifpiel 3. ©egeben jroei 5ßunfte, ein Ärei« unb eine ©el^ne 
beiSfelben; gefud^t roirb ein Ätei«, bet butd& bie gegebenen ^ßunfte gel^t 
unb Don bem gegebenen ftteife einen Sogen abfd^neibet, beffen ©el^ne 
ber gegebenen ©e^ne gleld^ ifi. 

Slnalpfia. S)er gefud^te Äreia fei äbde, ber but(ä& bie ^Punfte 
A unb ß gel^t unb t)on bem Äreife (CO ^^^ Sogen i>£ abfd^neibet- 
a)ie ©eignen be« Äreife« (C), weld^e z>je gleid^ finb, berül^ren einen 
concentrifd&en Jfcei«, beffen SlabiujJ ber abftanb be^ ^ßunfte« C t)on 
PE ift. ©ie ®t^Mn AB unb de fd^neiben jtd^ in F fo, bag 

FA. FE = JPD . FE ifi. 

3Q3enn nun eine burd^ F 
beliebig gezogene ©erabe 
ben gegebenen Ärei« (C) 
in O unb H fd&neibet, fo 

iji FD .FE = FG . FH, 

folglid^ aud^ FA.FB = 
FG . FH, b. 1^. H liegt 
auf bem Äteife ABO, 
9llfo fann man butd^ ben 
^ilfgfrei« ABG ben 5Punlt 
F, unb burd^ eine befttmmte 
S^angente bea tleinem Ärei^* 
fej5 um G ben gefud&ten 
Ärei« ABD finben. 

Äonjiruftion. 3)urd& bie gegebenen ^punlte A, B unb einen 
TOiHfütlid^en ^unlt G be« gegebenen Greife« (C) befd^teibe ben Äreia 
^ßG^, ber ben ÄreiiS (C) nod6 einmal in ^ trifft. S)ie ©eraben ^ß 
unb GH fd^neiben fid^ in F. 3n bem Greife (C) jiel^e eine ©ei^ne Don 
ber gegebenen Sänge unb ben concentrifd^en ÄreiiS, meld^er biefe Seltne 
berül^rt. ®urd& F jiel^e bie Slangenten be« concentrifd^en Äreife^, meldte 
ben Ärei« (C) in D unb E, ü unb £' fd&neiben; fo ift foroo^l ABD, 
al« au($ ABU ber gefud&te ÄreiS. 

S3eu)ei^. S)ie ©el^ne i)E be« ÄreifeÄ (C) ^at bie geforberte 
Sänge, weil fie ben concentrifd^en Ätei« berührt. S)er 5ßun!t E liegt 
auf bem Äreife ABD, weil FA.FB =- FG. FH am Äreife ^bö^jj; 
FG.FH = FD. FE am Äreife (C), folglid^ fa.fb ^ fd. fe 
ift ebenfo für D'Ef. 

Determination. S)iefe SKufgabe l^at unter ber Sebingung, ba§ 
CF größer ift al« ber 9labiu3 be« concentrifd^en ^ilfatreife«, jroei 
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üetfd^tebene Stuflöfungen, bie nur bann fid^ ntd&t untetfiä^eiben, wenn 
bie gegebene Seltne ein S)tameter ift, jo bafe ber concentrifd&e ÄreiS 
mit feinem ßenttum jufamnienfällt. SBenn inSbefonbete AC = BC, fo 
werben bie @e|)nen ^1^, G^-^, de, D'Ef parallel o^ne ia^ bie 2luf* 
löfungen wefentUd^e aSeränberungen erleiben. 



§. 4. 3)ie ©leid^ungen. 

(eelö §. 60-64.) 

1. Qbentität, ibentifd^e ©leid^ung*) l^eifet eine ©leiiä^ung 
(2111g. Slritl^ni. §. 1), beren Seiten wnbebingt gleid^ finb b. l&. bei belie«» 
bigen SBerten ber barin x)orfottimenben Unbeftimmten. @« ift j. S3. 

flt -f- 5 = J -)- a 

{a — b) + {b — c) + (c — a) = 

{a -{- b)c = ac -\- bc 

(a — b)c + {b -'c)a + {c — a)b =^ 

wd^t SBerte aui^ bie Unbeftimmten a, b, c l^aben mögen. 3^be 
Oleid&ung von S^rmeln, meiere in ber Slrit^metif als rid^tig nad&ge^ 
miefen mirb, ift eine Sbentität. 

SBenn bei gewiffen SBerten ber Unbeftimmten bie eine ©eite ber 
©leid&ung einen anbern SBert l&at, als bie anbere Seite, fo ift bie 
©leii^ung nid^t ibentif d^. S)ie ©leid^ung a + bx + cx^+ dx^ + , . =^ o 
ift nur bann bei jebem beliebigen 3Bert von x rid^tig, alfo nur bann 
eine Qbentität, menn a = o, b = o, c = o, . , . SBäre a von Slull 
t)erfd^ieben, fo wäre a + bx + cx^ + dx^ + , . itx x = o t)on SRuH 
t)erfd^ieben. S)amit fernet 

bx + cx^ + dx^ -[-.. = x(b -\- ex -{- dx^ -\- . .) 

bei iebem SEBert oon x oerf(^n)inbet, muß b + ex + dx^ + . , bei jebem 
SBert oon x uerfd^minben, mitl^in b = o fein, u. f. f. 

2. ©leid&ungim engern ©inne (aequatio) l^eifet eine ©leid^ung, 
meldte im allgemeinen nid&t ibentifd& ift, unb beren Seiten einanber 
gleid& gefegt worben finb, um eine barin üorfommenbe Unbeftimmte, 



*) Identitas oon idem, lateinifc§e Überfc^ung von tavtoTTjg, ©incrlei^cit. 
3!)ic in einigen Se^rBüd^em oorfommenbe SSenennung ^^anal^tifd^e ©leic^ung" für 
Sbentitöt erfd^eint nad^ bem über bie ^^anal^tifd^e aÄetl^obe" S5emerlten nic^t an? 
gemeffen. 
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bie Untietattnte, ju beftimmen. 3- 39- bie ©lei^ung 4a^ + 3 = 23 

ifl mtbt ibenti((5, toetl 4^; + 3 im allfleinemen nic^t 23 ip; burdd bie 

g &ött bie Unbeftimmt^eit »on x ttuf, beim bie OUt^uitg wirb 

m tti^ttg (ibentifd^), roenn bie Unbetannte x ben 3ßett 5 

: aßett bei Unbelannten, toel^et ber ©leidiung genügt, b. \ 
4ung ibenti(i!6 mot^t (oetifidert), Reifet eine SJurjel ber 
ng. 3tu4 bie äliutjeln von %f^iXi. ftnb iffiuijeln tiott %\vf 

j. ©. v'o ift eine ffiuriet ber ©leld&ung a:" = a für bie 
Ute X. eine ©leid^ung für bie Unbetannte auflöfen \i\%X bie 
ber ©leic^ung ongeben. 

Hn aar + 6 = (ein ^OU, (O i|l ai = — 6, a; = — ö ; o, 

©leit^ung aa^ h- ä = O für bie Unbefonnte x ^at bie SBuTjel 

gin ¥robuIt tonn nur bann oerfiftminben, roenn ein ^altot 

1 »eri^winbet. Sßergl. Mg. airit^m. §. 11, 8. ®er®lei^unfl 

(üw + V)(cx - d) = 

Inbelannte x wirb ba^er foroo^l butift bie ©leid&ung «a; + 6 = 0, 
^ bur»§ bie ©leii^ung &i — d = genügt, b. t|. bie SBurgeln 
benen ©leictiung finb — J : a unb rf : c, bie Unbetannte x ip 
i\t ©leic^ung jroeibeutig beftimmt. 

^bentität ift opobiEtifil (benionfltatio), b. % eine Seite berfelben ift bet 
eii$ bei beliebigen 3Gerten bet Unüeftimmlen. (Sine ©leit^unft ift ^qpO' 
Mb(emati(c6), b. 5- eine ©eite tjt bet anbern gleit^ , roenn bie Unbetannte 
immten SBevt ^at. 

aiuÄ einer gegebenen ©leic^ung, fte mog ibentifc^ fein ober 
nn man tongtuente ©lei^ungen b. t). won berfelben SSe* 
ableiten, tnbem man auf beiben Seiten biefelben artttimetifiigen 
men au8fül)rt 

3)Ian lann ein ©lieb ber einen Seite auf bie anbere ©eite 
; entgegengefeiten Seichen fegen b. \. biefeä ©lieb auf beiben 
ifabiecen ober fubtta^ieten. 3' S9. aug ber ©leiii&ung 

ax-Yh = c — dx 



ibefonbete tann man bie ©leic&ung auf 9iuU tebucieicn 
; ©lieber ber einen Seite auf bie anbete ©eite Derfegen. SWan 
1 S^^t" otls'^ ©lieber neränbem. 3- ®- bie ©leid&ungen 
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X X 

a 5- = d 

c 

c 

X X 

^H a — d = 

c 

finb longruent unb fönnen einanbet üettreten. SBenn etne t)on ii^nen 
fbentifd^ ifi, fo finb auä) bie attbern ibentifd&. ©ine SEBurjel ber einen 
ift aud^ eine SEBurjel ber anbem. 

n. aWan fann alle ©liebet einer ©leid^ung mit berfelben 3«^l 
(auÄgenommen unb ao) muUiplicieren ober bioibieren. SBenn ge-^ 
brod^ene ©lieber porl^anben finb, fo finbet man burd& SUlnlttpUIation 
mit bem fleinften ©eneralnenner eine ©leid^ung, xod6)t an bie ©teile 
ber gegebenen ©leid^ung gefegt werben fann. Äongruente ©leid&ungen 
finb i. S. 

bx 

x'^ -\ [- — = unb ax"^ -\-hx-\- c = {S 

a a 

t)orau«gefefet bafe a nid^t ift; 

X X 

-| 1- a == unb ex -\- {h — x)x -\- ac{b — x) = 



b — X c 

benn ber SDlultlplüator c(b — x), bnxä) weld^en bie gegebene ©leid^ung 
in bie abgeleitete übergel^t, ift nutt bei x = b, xi)tlä)tx SBert oon x ber 
gegebenen ©leid^ung ni6)t genügt; 

Ti^^ + 3 = unb 5 + 3a; = 

X x{\ -\- X) 

benn ber 3Kultiplifator l + a: ift nutt bei bem ber gegebenen ©leid^ung 
nid^t genügenben SBert — l ber Unbefannten. SUid^t fongruent finb 

ax^ -\- bx*^ -^ ex = unb ax^ -f- 60? + c = 

weil a? = ber einen ©leid^ung genügt, ber anbern nid^t genügt. 

in. 3Kan fann jebe Seite ber ©leid^ung mit berfelben Qa^l poten*» 
jieren, eine S^U wit jeber Seite potenjieren, biefelbe SBurjel unb ben»» 
felben Sogaritl&mii« jeber ©eite nel^men. Äongruent finb j. 33. 



^a -\- bx = c unb a -{- bx = (^ 
log. nat. (a -\- bx) = c unb a -\- bx = e^ 

unter ber SSorauSfefeung, ba§ bie SBurjel unb ber Sogaritl^mu« nid^t 
mel^r Deutungen erhalten ate c, 



m 



(a + bx)^ = c unb a + bx = Y^ 
^b-f-ox ,^ ^ jjiii) ^ -\- ex = logd : loga 
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©agegcn ^oben bie ©leic^unflen 

leltetn Umfang olS bie ©letc^ung a + Sa: = c + di, u. f. ro. 
E unter (I) gejetflten Umgeftaltungen einer ©teii^ung würben 
;r SluSbrudSroeife ber arabi(i§en SRat^etnatiler') Algebra et 
bala (restitutio et oppositio) genannt. %ai)tt tonmX bet ©e? 
Des Sorte« aigebra im roeitern ©tnne für aUgemeine 2[rit^= 
luc^Pabenred^nung), im engern unb geroö^nlii^en Sinne für bie 
on ben nic^t tbentifi^en @leid)ungen, genauer oon ben alge> 
t ©lei^ungen unb SunEtionen {§■ % 6 ff-)- 

Um bie 3lrt einer gegebenen @leii$ung ju be^mmen. mug man 
i^ung orbnen in Sejug auf eine UnbefKmmte (bte Unbefannte). 
n ber ©lei^ung nur rationale ^un!tionen ber Unbejliramten 
len (§. 2, 7), fo ^at mon (3) 
ileid&ung auf giuH p rebucieren, 

tiniforen ya entfernen, in benen bie UnbefHmmte »orfommt, 
arent^efen aufjulöfen, in benen bie UnbePirarate »ortommt, 
lieber sufamraenpfaffen, roeld^e bie Unbeftimmte in oter, Iter, 
c, . . ^otcnj entlialten. 

nn auc^ bte anbcre ©eite ber georbneten ©leicbung ben 9Sert 
t, [o ift bie gegebene ©leic^ung eine ^bentität (l). 
1 gegebene @leid)ung ift nii^t ibentifi^ unb ^eifit eine @leic^ung 
irabes für bie Unbekannte, roenn in ber georbneten ©leic^ung 
rfannte mit bem Exponenten m, aber nit^t mit einem gröfeem 
orfommt, roenn alfo eine ©eite ber georbneten ®leicfiung StuQ, 
:e ©eite eine gange SunEtion ber Unbetanntcn Mom mten ®rabc 

6). %\t ©leid&ungen 2ten, 3ten, 4ten ©rabe« in Sejug auf 
)elannte Reißen quabratif^, tubifcb, btfluabratifi^. Eie 
e ©leid&ung ^eift rein (pura, binomifd)), roenn fie sid&t me^ 
unbefannteS ©lieb (eine ^ßotenj ber Unbetannten) enthält; in 
nbem gott roirb fie unrein, geraifc^t (affecba, trinomifi^, 
if^) genannt. 

®leict)ung <i^+ + ia;^ + c = ift für bie Unbefannte 3^^ 
n ©rabe. Siie ©leiii^ung a + sy"x + cy^r^ -^ dx = a ift 
llnbetanntc Y^ "'"•* brltten ©rabe. 

tgl. Ütenelmann @«f^i(^te ber ällgebra p. 40 ff. üiot!^ §eute ^igt lt\ ben - 
bet S^icutguS algebnsta. 
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eine teitte ©leid^ung wirb aufjjelöft, inbem man ba« unbefannte 
©lieb auf eine Seite abjonbett unb ben ©oefficienten ber Unbefannten 
bur(j^ S)iüifion entfernt, ^tnn j. S. ax"^ + b = o, fo ift 

b "^^ b 

ax°^ = — b, x^ == a;=^T/ 

a r a 

S)ie ©leid&ung a(x -^ b)(x + c) = für x Reifet tebucibel, weil 
fie au« ben ©leid^ungen x — b = o,x + c = beftel&t (2). 

3)ie ©leid^unfl amOC^ + aa^.ix^-^ + , . + a^x + Oq = o ^t x 
ttff&lt bie 2ßur jel ober oo , wenn «o ^^^'^ «m nuU wirb. S)enn ber 
gegebenen (Slei^ung wirb unter ber ^ebingung «0 = burd^ a? = o 
genügt, dagegen l&at man 

S)a8 eingefd^loffene ^ol^nomium l^at bei l^inreid^enb großem x t)on Om 
eine beliebig Keine ©ifferenj, unb ift beliebig Hein unter ber Sebingung 

5^ SBenn in ber gegebenen ©leid^ung unbefannte SÖäurjeln (irra-* 
tionale algebraifd^e ^unftionen ber Unbefannten §. 2, 8) t)orfommen, 
fo fann bie ©leid^ung ebenfallg nad^ 5ßotenjen ber Unbefannten mit 
ganjen (Sfponenten georbnet werben. 2Benn nid^t oerfd&iebene $oten* 
ien ber 3Bur gel norf ommen, fo gelingt biefe Umgejialtung burd& 5ßoten'' 
jierung, nad^bem eine SEBurjel auf eine ©eite ber ©leid^ung abgefonbert 
TOorben ift. g. 33. 

4 _ 4 

y^^ + Y^ = « ober Y^^ = a — Y^ 
giebt quabriert, weil bie 4tc SBurjel 4beuti3 ift, 

+ xY^ ^= «^ — 2aY^ + ^ ober (+ a; + 2«)"/ a? = «2 _|_ ^ 

S)urdö Duabrieren entfielet bie ©leid^ung 

x^ — {i± 4a)a;2 -f 2a^x — a* = 

S3ei einer algebraifd^en gormel, roeld^e t)erfd&n)inben foll, iji il^re 
3Rel^rbeutigfeit ju bead^ten. 6« läfet fid^ beraeifen, bafe bag 5ßrobuft 
ber fonjugierten SBerte, weld^e bie algebraifd&e gormel l^at, rational 
ijl, bie 3florm ber algebraifd^en gormel (3lIIg. Slritl^m. §. 16, 7. SSergl. 
unten §. 10). 3. 33. bie gormel Vp + Yq + Y^ W 8 SBerte, weld&e 
aber paarraeife entgegengefefet gleid^ finb. S)a« ^ßrobuft ber 4 t)er= 
fd&iebenen 2ßerte 

(Yp +Yq+ /»•)(— y> + Y^ +Yr){Yp—YQ+Yr){Yp +Y9—Y^') 
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beträgt 2pq + 2pr + 2qr ^ p^ — q'^ ^ r\ aSBentt nun p, q, r 
rationale gunftionen einer Unbelannten finb, fo Iji ble ©leld^ung 

y> + y^ + y »• = 

longruent mit ber ©leld^ung 

2pq + 2pr + 2qr — p^ — q'^ — r'^ = 

6. tlberl^aupt lafet \iä) eine nld^t Ibentlfd&e ©leld^unfl atö ble %üt^ 
berung betrad^ten, ba§ eine bejllmmte gunttlon ber Unbefannten null 
fein foH*). ®ine nld&t Ibentlfd&e ©leld^ung l^elfet algebralfd^ ober 
traniSfcenbent, je nad&bem ble gunftlon ber Unbefannten, roeld^e ber 
SiuH gleld^flefefet wirb, algebralfd^ Ift ober tran«fcenbent (§. 2, 8). 3ebe 
algebralfd^e ©leld^ung aber fann (5) ate ble ^orberung betrad^tet wer^ 
ben, bafe eine beftlmmte gan je gunitlon ber Unbefannten nutt fein foß. 



§. 5. ©pftente von ©leid^ungcn mit mel^rercn 
Unbefannten, inäbefonbere von linearen 

©leid^ungen. 

(teU §. 65-68 ) 

!♦ S)urd^ ble gorberung, bafe mel^rere Unbejtlmmte einer (nld^t 
Ibentlfd^en) ©leld&ung genügen foHen, Iji ble unenblld&e aWannlgfaltlgfelt 
ber aBerte von einer unter ll^nen bef($ränft, von ben übrigen unbe^ 
fd^tänft 3ebe ber UnbejHmmten fann alÄ eine Unbefannte betrad&tet 
werben, weld^e burd^ ble ©leld^ung beftlmmt tft (§. 4, 2). @lne ®lel* 
d^ung mit mel^reren Unbefannten l^elfet unbeftlmmt (indetenninata), 
well fle eine ber Unbefannten oerfd^leben beftlmmt je nad& ben aBerten, 
weld^e ben übrigen Unbefannten beliebig erteilt werben. (Sin ©pfiem von 
aBerten aller Unbefannten (a? = a, y = b, . .), rodä)t ber ©leli^ung 
genügen, l^elfet eine Söfung (solutio) ber unbeftlmmten ©leld^ung. 

eine unbeftlmmte ®letd&ung l^elfet algebralfd^, xotnn fie In S3e^ 
jug auf iebe Unbefannte algebralfd^ Ift; traniSfcenbent, wenn fieln 
Sejug auf eine Unbefannte tran^fcenbent Ift. Sebe algebralfd^e unbe* 
ftlmmte ©leld^ung fann a\& ble fjorberung bargepellt werben, bat ^lit^ 
beftlmmte gan je gunftlon ber Unbefannten nutt fein fott (§.4, 6); 
ber ®rab berfelben wirb naö) ber pd^ften Slnjal^l oon unbefannten 
gaftoren beftlmmt, ble In einem ©liebe ber ©leld^ung oorfommen 



*) ©eläuflgcr würbe bicfe S^nfid^t burd^ 3)eScatte8 G6om. III. grilltet pflegte 
man bag (efannte (SJUeb (homogeneum comparationis bei JBieta) ab)ufonbem. 



i 
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(§. 4, 4 unb §. 2, 6). S)ie unbeflitnmtett ©letiä^ungen erfien, jweitett, 
britten, merten ®tabe« l^eifecn linear, quabtatifd^, lubifd^, hu 
quabratifd^. 

2. aSBetfn -4, B, . . biefctten Unbefanttten entl^alten, fo ijl etne 
Söfutig ber unbefttmmten ©leld^ung ^ = o im attgemeineti feine Söfung 
von B = 0. ©ine gemeinf$aftU$e Söfung ber ©leid&ungen ^ = o 
unb 5 = l^eifet eine Söfung be« ©pftem« von ©leid^ungen ^ = 0, 
J5 = 0. 3^^t ®#enie finb fongruent, wenn jebe Söfung be« einen 
©#em8 eine Söfung be* anbern ift. 

eine Söfung be« ©#emi8 ^ = 0, 5 = ift aud& eine Söfung 
ber lomponierten ©leid^ung aA + ßB =^ o bei beliebigen aKultipli*- 
fatoren a, ß. eine Söfung be« ©pftem« ^ = o, aA + ßB = o i^ 
eine Söfung t)on ßB = o, b. I&. t)on ^ = 0, wenn ß nid^t null. S)a« 
fomponierte ©pftem aA + ßB= o, dA + ^J5 = o ift mit bem ©pjiem 
ii 8= 0, 5 = longruent, xotnn aß' — a /9 nid&t nyxVi\ benn eine Söfung 
bea fomponierten ©pftentö ift eine Söfung forool&l t)on /^'(aii + ßB) — 

ß(aA + ßfB) = {aßf—aß)A = 0, al« aud& Don {aßl — dß)B = 0. 

es tann fid^ ereignen, ba^ eine fomponierte ©leid^ung l) eine 
ober mel^rere ber Unbelannten nxS^X entl^ält, 2) bafe fie feine berfelben 
enthält, 3) ba| fie eine Sbentität ift. 

3* Slu« 2 ©leid^ungen eine« Softem« eine Unbef annte eliminieren 
(nad^ euler, ejterminieren bei 3flen)ton) l^eifet auS ben ©leid^ungen 
bur(^ geeignete 3Rultiplifatoren eine ©lei^ung fömponieren (2), weld^e 
biefe Unbetannte nid^t entl^ält. 

SBBenn beibe ©leid^ungen in Sejug auf bie ju eliminlerenbe Unbe^ 
fannte erften ©rabe« finb, fo multipliciert man bie erfte ©leid^ung 
mit bem Soefficienten ber Unbef annten in ber jweiten ©leid^ung, bie 
jmeite ©leid^ung mit bem negatioen Soefficienten bi^r Unbefannten in 
ber erjien ©leid&ung, unb finbet au8 ben multiplicierten ©leid^ungen 
bur(^ Slbbition bie gefud&te ©leid^ung. §aben bie ermäl^nten eoefftcien* 
ten einen gemeinfd^aftlii^en Dioifor, fo genügen al8 aRultiplifatoren bie 
Quotienten ber Soefficienten burd^ ben gemeinfd^aftlid^en SMoifor. Um 
auiS ben ©leid^ungen 

6a: + 53^ — 7 = 
— 9a; + 2y + 3 = 

y ju eliminieren, multipliciert man bie erjie mit 2, bie sroeite mit 
— 5, unb finbet burd& SKbbition 57ir — 29 = 0; uvxx ju eliminieren, 

©Otter. I. 7. aufl. 17 



multtpUcUrt man bie et(te mit 3, bie jnieite mit 2, unb ftnbet burd) 
abbittoti 19y — 15 = 0. Um a; au8 beit ®leid&unflen 
ax + B = {> 

inieren, multit)liclett man bie erfte mit c, bie jioeite mit — a unb 
mxS) abbttion Be — aD=^ 0, bie ©cbingung, unter bcr bie 
Sletddung mit bet etpen lonflruent i(t. 
1« bem ©gftem 3; + j( = a, x — j/ = 6 folgt butcl) Stbtiition 
: -f 6, butc^ ©ubtroftton 2y = « — 6; boS fomponierte ©pfiem 
bem gegebenen ©tiftem tongruent unb liefert bie Söfung beS* 

r = J(« + b], y = \{a- h). 

]& bem ©9fiem x:y ^ a, xy = b, folgt but(!& aHultipltfotion 
i6, ium @rfa| für bie jineite ©leic^ung. ältiS bem @#em 
I =: a, x + y = 6 ftnbet mon bur<$ ffiioifton bie ©lelc^ung 
= a:b, welche nur jum 3;ell bie crRe ©leic^iing wrtritt; 
Igen bem Softem oud& entgegengefe|t gleite unenblicfie SSJerte 
unb y. 

SBenn eine aiuS m ©leic^ungen be8 gegebenen ©^(temS (omponierte 
ng eine ^bentitöt i% (o ijl eine gemetnf(^aftUc[ie fiöfung oonje 

unter biefen Olctc&ungen oui^ eine Söfung ber mten ©Icii^ung. 
j. a. ß^ + ßß + /C = eine Sbentitäl i% fo ift bei oHen 

ber Unbelannten 

7 7 

Jen ©leic&ungen ^ = o, ß = O ift bie @leid&ung C = o über' 
bie ©leit&ungen be« @9(iemS ^ = 0, ß = 0, C = o finb 
tnab()ängig »on etnonber. 

!nn aber in ber (omponierten ©leic^ung nur bie ßocfficienten aller 
nnten nuB finb, fo genügen bem gegebenen ©gftem nlc^t enbli(^e, 
unenbU^e SBerfe ber Unbelannten. 3- ®- '^^ t'tm ©Aftern 

X -\- y ^ a, mx -\- my = b 

nan Ox + Oy = ma~ b. Unter ber Sebingung m« — i = 
6 ©leic^ung ibentifcö, unb bie jroeitc ©leti^ung be« Spjiem« 
tfig. aSenn ma — 6 nit^t nuE ift, fo fefte mon x = w : (, 
: (. StuS bem ©#em 

tt + „ = a(, mv + ,nv = bt 

= (mo — s)i, D. ^. ( = 0, « + t> = 0. aiLfo genügen bem 
en ©#em unenbK(i&e SBerte non x unb y^Noelcbe entgegengeff^l 
nb. 
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SDa^ ©pftem 

~x + 2y — Ss- == 18 

2a? + 32^ + 5^ = 24 
rr + 52^ + 2r = 43 

ift bei enbltd^en rr, y, z unmöglit^, toeil burd^ 2lbbition ber beiben crften 
©letd&ungen a? + 5y + 22; = 42 gefuttben wirb, im Sffiibetfptud^ gegen 
bie btitte ©leid&ung. S)iefem Stiftern genügen unenblii^e x, y, z, bie 
fid^ t)erl&alten wie — 19 : l : 7, entfpred^enb bem ©pftem 

— a; + 2!/ — 32 = 

2x -[-■ 3y + 5^ = 
^ + 5y + 22 = 

t)on weld^em eine ©leid^ung übetflüfftg ift. 
S)(rö @#eni 



* 


cy hz = / 


— ccc 


¥: -{- az — g 


hx — 


- ay * — h 



ift für enbli^e a:, y, ^ nur bann ntöglid^, wenn af -\- hg -\- ch = 0. 
Unter biefer Sebingung ift eine ber ©leid&ungen au« ben beiben anbem 
ableitbar, mitl^in ba« ©pftem unbejlimnit. 

5» S)urd& n t)on einanber unabpngige ©leid^ungen werben eben^ 
fopiel Unbelannte berfelben beftimmt; unter SSorauSfe^ung ber erf orber ^ 
Ii$en Eliminationen wirb bie Söfung be« gegebenen ©pftem« burd^ 
SBut^eln t)on ©leid^ungen einbeutig ober mei^rbeutig gefunben. 

3lu« 2 ©leid&ungen für bie Unbefannten x, y finbet man burd& 
Elimination t)on y eine ©leid^ung für x, burd^ weld^e x beftimmt wirb. 
SDemna(^ l&ören bie gegebenen ©leid&ungen auf unbeftimmt ju fein, unb 
y wirb burd^ eine berfelben beftimmt. SEBenn 3 ©leid^ungen für bie 
Unbefannten x, y, z gegeben finb, fo eliminiert man z auS 2 ?ßaaren, 
unb finbet 2 ©leid^ungen für x, y. U. . f. w. 

Überl^aupt l^at man ein refoloierenbe« Softem ju fomponieren, 
weld^e« mit bem gegebenen ©pftem fongruent ift. S)ie erfte ©leid^ung 
berfelben enthält nur eine Unbefannte unb beftimmt biefelbe; bie jweite 
®leid&ung enthält aufeer ber erften Unbefannten nur eine jweite, ift für 
bie jweite nieberften ©rabe« unb beftimmt bie jweite Unbefannte burd^ 
bie erfte; bie britte ©leid^ung entplt aufeer ben 2 erften Unbefannten 
nur eine britte, ift für bie britte nieberften ®rabe« unb beftimmt bie 
britte Unbefannte burd^ bie 2 erften; u. f. w. 

äßenn bie ©leid^ungen mit n Unbefannten t)on einanber unabl^ängig 
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jinb, fo ift ein ©^ftem Don « ©leiii&utigett be|iimrat, non n — k 
@Ieic^ungen k^aä) unbefiimmt, oon melit als n ©leic^ungen un= 
möglid) (au$ imaginäte ober fomple^e Söfungen audfc^Ite^enb). 

6. Um ein Uneare« ©9ilem b. ^. ein ©^jicm linearer ©lei- 
c^ungen aufjuUfen, nienn bie älnja^I ber ÖtleliJ^ungen unb UnBelannten 
eine gemeine 3o^l 'Pr tillbet nmn bur^ ©Umtnotion oon Unbrfannten 
©#eme oon weniger Unbefonnten, bis man ju einet @leict)ung mit 
einer Unbetonnten gelangt. S)en gefunbenen ^ert biefet Unbetannten 
fubjHtuiert man in einer ©leidtung beS junä^ß ooranfte^enben @t]|lemS, 
um eine anbete Unbekannte gu bered^nen; bie gefunbenen ÜSerte roerben 
gut Sered&nung einer biitten Unbetonnten gebraucht, u. f. xo. 



»eifpiel 


. 






5i — % + &— 4 1 + 




I + 4, - « = 3J 1 2 1 + 




i._3,+ .- i 


+ 




7a: + 5} — lOJ 


— 




3.+ s - H 


5 




8>. - 8, « 


= 1 




S = 1 




.= i 



3Son finbet 2 ©leic^unflen füc x unb n, inbem man ^ au« ben fteiben 
ecjlen unb auiS ben beiben legten @Ui^ungen beS SpItemS eltntinieit. 
^oju genitgt eS, bie iroeite ©letc^ung mit 2 ntultitiUciert jut ecften iu 
abbieien, unb bie btitte ©lelc^unft jut iroeiten ju obbieren. Ü\i& bem Eont' 
pDniei:ten©#em finbet man eine @lel(^ung fiit ^, inbem man y ouj8 ben 
beiben ©leic^ungen biefes SpftenuS eliminiert. Sfad&bem man x gefunben 
&at, finbet man j/ = 3| — Sa:, unb enbll$ s = | — 2a: + 3j/. 



Belfpiel 2. 



— 27 



5u — 4a: 

3. + 4a: + 5jf 

2» + 3y + 4z — 14 
3f — b= 7 



32a; +26s 
2a; + Sil 



=123 
= 21 



—213, 

— 3, 
I — 2, 

— 10, 



j,_3 
»= 2 
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3n befonberen gäUen !ann man bad gegebene Softem oereinfad^en, inbem man 
gewiffe gun!ttonen ber lXnbe!annten j. S. bfe 6umme, bie 9iecipvoUn ber Unbefannten 
u. bgl. als neue Unbelannte einfül^rt (fubftituiert). 3la^ Seredjnung ber neuen Unbe^ 
lannten au§ bem oeteinfad^ten Softem finbet man au3 bem @9ftem bet gemad^ten 
@ubftitutionen bte Unbefannten bed gegebenen ^^ftemS. 

7. Sin aUgemettteS Softem t)on n Urteaten ©leid^uttflett 
mit n Uttbelanttten erttl^ält n^ ßoefpcienten bet Itttbelannten unb 
n gegebene ©lieber. SGBettn i, k Q^^ltn au* bet Stetige l, 2, . ., n 
Bebeutett, roettu man bie Unbelantttett butc^ ^^i, ^2, -, oc^, rotnn 
man in bet tten ©leid&ung ben ©oefficienten von x^ bur(5 a^^ unb ba« 
gegebene ©Heb butd^ Wj bejei(3&net, wenn alfo ba* ©Aftern 

«11 ^1 + «18 ^2 + • • + «In ^n === "1 
«21 ^1 + «22 ^2 + • • + «2n ^m = "2 



«Bl ^1 + «n2 ^2 + • • + «nn ^n = ^n 

gegeben ijl, fo bilbe ntan bie ©etetminanten nten unb (n — i)ten ®ta« 
be« bet ©oefficienten (STOg. Sltitl^nt. §. 26) 



R = 



«11 «12 • • «In 



«nl «1,2 • • «nn 



unb 



^11 • • ^In 



• • • • 



nl on 



SBenn nun R nid&t null iji, fo muUipIiciett man bie gegebenen @lei* 
d^ungen bet Sftei^e naSi mit ben Slbiunften bet Wen Äolonne unb finbet 
butd^ abbition*) 

S)enn in bet Summe l&at x^ ben Soeffxcienten 

«li«lk + «2i«2k + • • + «ni«nk 

meldtet R obet ifi, je nad(ibem i unb k gleid^ finb obet ungleid^. 
S)et fttt Äar,^ gefunbene Stu^btud ifi bie S)etetminante be« ©gjlem«, 
weld^e« au« bem ©^ftem bet ©oefficienten babutd^ entfptingt, bafe man 
bie We Solonne butd& «j , . . , u^ etfefet. 

8» I. ®a« l^omogene lineate ©pfiem, »eli^em ein nid^t l^omogene« 
lineate« ©pftem untetgeotbnet iji (§. 2, 9), 

^at, menn bie S)etetminante R = 2+a^^ .. a^^ nid^t null ift, nut 

*) 5)iefe Sluftöfung ift oonSeibnij unb %wai jhJeitenmale »on ®r am er (1750) 
erfunben worben. SBergl. bie ©d^rift bcä SSerf. über 2)eterminanten §. 8. 
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Algebra. 



blc eine Sofung ar^ = o, . ., ^Vi = ^^- ^inn bei attett x^, jl\^, . . ifi 
bie ©eterminante nten ©rabeö 



«2 «22 «23 • — «21 ^1 l • - «22 «23 • 



II, a^2 «13 



• • 



b. i. ij ttj + ^2 "2 + ♦ • "^^ -^^1 

burd^ gntioidelung nad^ bet erjtett Äolonne etnetfeitö, unb burd^ 3^^^ 
teilung bet erflen Äolonne anbrerfeit« (Stttg. arit^m. §. 26, 9). S^f^Is^ 
be« gegebenen ©gjiem^ ifl = i?ari, alfo x^ = o, weil B nid^t null 
U. f. n). 

SBenn aber i2 = 0, fo ift ä,u, + 62^2 + . . = 0, mitl^in eine 
ber n ©leid^ungen be^ ©tiftera^ öbetflüfftg. SßJenn j. S. 6, nid&t null, 
fo ifl bie ©leid^ung «, = neben ben folgenben ©leid^ungen übet* 
flüffig. 

U. asenn j. ». bie etfte ©leid^ung übetflüffig ifi, fo bilbet man 
bie ©etetminante (n — i)ten ®tabe^ 

i ^2 

< Uo 



«23 


«24 • 




«21 *^i ' * 


«23 


«24 • 


«33 


«34 • 




«3 1 ^1 1 • ' 


«33 


«34 • 


• 


1 




• • 


• 


• 



b. i. C2M2 + ^3«*3 + • . = -ßl^l + -^2^2 

unb finbet jufolge be^ ©pftem^ = B^x^ + B^^x^ füt x^ bei unbe^ 
jlininiten x^, wenn B^, B^ nid^t beibe nuU finb. U. f. n). 

SBenn abet B^, B^ beibe null finb, fo ift c^u^ -\- , . -= \), Sllfo 
ift eine bet n — 1 ©leid^ungen übetflüffig. SßJenn j. 83. c.^ nid^t nuH, 
fo ift nun aud^ bie ©leid^ung «2 = neben ben folgenben ©leid^ungen 
übetflüffig. 

III. aSenn bie beiben etften ©leid^ungen übetflüffig finb, fo bilbet 
man in gleid^et SEBeife bie 3)etetminante (n — 2)ten ©tabe^ 

unb finbet bem ©Aftern genügenb () =^ S^x^ + S^ x^ + S-^ x.^ füt x^ 
bei unbeftimmten x^, x.^, wenn >s,, aS^, ^^3 nii^t alle null finb. U. f. ro. 

9. I. aSenn oon 3 Ijomogenen ©leid^ungen füt x^, x^, x.^ bie 2 
©leid&ungen 

«1^1 + ^1^2 ~i~ ^1**3 ^^^ ö 

«2^1 ~i~ ^2*^2 ~l~ ^2^3 ^""^ ^ 

übtig geblieben finb, fo ift 



§. 5. @t)f^eme oon @Ieid^ungen mit mel^reren Unbefannten tc. 
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«2 ^2 



rr, + 



^2 ^2 



a?o = 



u. f. n). ailfo I|at baS Softem bie iSöfutifl 



a?i 



^(1 



X'i 



*2 ^2 



^2 «2 



«2 *2 



S)ie Unbef annten oer^altert fid^ roie bie abiunf ten ber legten 3eile t)on 



«2 
«3 



ft. 



ootau«gefe|t, bafe bie äbiunltett nid^t atte nuU finb. 

n. Sßenrt DOtt 4 ©leid^ungen für a?i, ojj, 073, ic^ bie 2 ©leid^unflen 

«jiCj + 0^X2 -\- CjXg -[■ ^1^4 = 
«2**1 + ^2^2 + ^^3 + ^2^4 = ö 

Übrig bleiben, fo ift j. S3. 



04^1 + *2^2 + ^2^4 ^2 



0, 



a^x^ + *i^2 ^1 
«2^1 + ^2^2 ^2 



+ 



^2 ^2 



a:. = 



^4 



u. f. TD. Sllfo l&at ba« ©Aftern bie Söfung 



tZ/Q 



Xa 



C2 C?2 






2*^2 



«1^1 + b^^2 
<*2^1 « ^2 •'^2 



h,^. 1 : x^ : x^ t)erl&altett fi($ wie bie Stbiunften ber leiten ^tiU oon 

«2^1 + ^2^2 ^2 ^2 

^3^1 H~ ^3^2 ^ ^3 I 

njäl^renb a:,, 0:2 unbeftimmt bleiben; oorattögefefet, ba& bie inSSetrad^t 
fornmenben ©ubbeterminanten 2ten ©rabeä nid^t alle null finb. 

lU. SBBenn von ben 4 ©leid^ungen bie 3 ©leid^ungen 

^1^1 "1~ ^1^2 "1" ^1^3 + ^1^4 ^^ ^ 

«2^1 + *2^2 + ^^3 + ^2^4 = ^ 

03 a?! + 63 0*2 + C3 a?3 + rfg 0:4 =0 

übrig bleiben, fo ift j. 33. 

«2^1 + ^2^4 *2 ^2 =^ ^ 

a^Xi -{- d^x^ ^3 C3 

abgefürjt (a5c)a:i -\- {dhc)x^ = 0, u. f. xo. Sllfo l^öt baS ©gfiem bie 
iSöfung 

Xy : X2 1 x^ : x^ = ibcd) : — (acd) : (a6dQ : — {ahc) 
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J>le Unbelannten oerl&altett fid& wie bte Slbiurtltert bet leiten Seile 
t)on (ab cd). U. f. to. Übet bie Slbiunftett einer Kolonne ober einer 
Seile t)erfll. attg. Slrit^m. §. 26, 11. 



§. 6. 25ie quabratifd^en ©leid^ungen. 

(fteW §§. 69-76.) 

!♦ eine quabratifd^e ©leid^ung mit einer Unbelannten (§. 4, 4) 
l^at im aUgemeinen 3 ©lieber, roeld&e bie Unbekannte in jweiter ^ßo*» 
tcnj, in erPer 5ßotenj unb gar nid^t entl^alten. S)a]&er ift bie allgemeine 
gormel einer quabratifd&en ©leid^ung für bie Unbefannte x 

ax'^ -^ bx -\- c = 

votmt bie ßoefficienten a, b, e beliebige von x unabl&ängige S^^^^^ 
bebeuten. 

Qn bem bejonbern galle c = o üerjd^winbet ax^ + bx ober 
x{ax + b) fowol&l, rotnn ber eine gaftor x Derfd^winbet, a\& aud& wenn 
ber anbere galtor ax -\- b »erfd^rainbet, b. 1^. rotnn x = o unb menn 
X = — b : a. Sllfo l^at bie ©leid^ung ax^ -\- bx = o bie beiben 
»erfd^iebenen SBBurieln unb —b:a. 

3n bem befonbem gaUe 6 = o ift bie quabratifd^e ©leid^ung 
rein (§. 4, 4). 2)urd& Umftellung, ©iuifion unb Sftabicierung erl^ält 
man 



ax^ 



' a ' r a 



2)ie £iuabratn)urjel lann fotool&l pofitit) aia aud& negatio genommen 
werben (2lIIg. Slritl^m. §. 16, 8). 5!llfo l^at bie reine quabratifd^e @lei^ 
d&ung aa?2 -f. c = jwei entgegengeie|t gleid^e (reale ober imaginäre) 
aSBurjeln. 

2. S)ie gormel ax^ + bx+ c (eine quabratifd^e gunltion t)on x, 
§. 2, 6) lann unter Slnmenbung eine^S geeigneten SKultiplifator burd^ 
2 ©lieber bargepellt werben, beren erjte« ein von x abpngige« pofi* 
üvtS Duabrat, beren jmeite« t)on x unabl^ängig ift*). 3- SS. 



*) 2)tcfcr wcfcntlid^ftc ©d^ritt jur 2luflöfung ber quabratifd^cn ©Icidjungcn ift in 
©uclibd Eiern. II, 6 angezeigt. 



\. 



\ 
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3a?2 + 4a; — 7 tüitb uaä) 3Kultipli!atlon mit 3 burd^l (3^ + 2)^ 
— 25 auägebtüclt, tttbem man 2^ abbiert unb fubttal&iert. 

— 3x2 + 5a? — 7 ^ixb nad& 3RultipliIatiott mit — 3 . 4 burd^ 
(6a: — 5)2 + 59 au&QtbtMt, ittbettt man 52 abbiert unb f üb trainiert. 

aa;2 -^ bx + c xoxxb nad& 3Rttttlplifation mit 4a au3flebril(It bur(§ 
(2aa; + 5)2 — b^ + Aac, inbem man 52 abbiert unb fubtral&iert 

S)al^er iji bie allgemeine quabratifd^e ©leid^ung ax^ + bx + c = 
fongruent mit {2ax + by — b^ + 4ac = o ober 

(2aa? + e>)2 = 62 __ 4ac, 2aa? + Ä = y^^^"^^4äc 

_ — 5 + )^62 _ 4-^ ^ 2c 

^ """ 2a ~ Ä + -y^Ä^— 4ac 

S)er itueite äCudbrud, meld^er bei Keinen a gebrandet mirb, entfielet aus 
bem erßen, rotnn man ben B^I^l^)^ ^itb ben ^ilenner besSfelben mit 
b + yj2 _ 4— tnultipllciert, in »etrad^t ba§ 

(— A + y62 _ 4~)(5 + yi2 __ 4^) 

= — ^2 ^ (j2 _ 4«c) = — 4ac 

S)ie Duabratwurjel ift jtoelbeutig, unb jmar real ober imaginär, 
je nad&bem Der 9labilanbu8 pofitio ober negatio iji (Slttg. SCritl^m. 
§. 16, 6). aifo ^at bie quabratifd&e ©leid^ung ax'^ + bx + c =0 
itoü SBurjeln, meli^e bei realen a, b, c 

real t)erfd^ieben finb, menn b^ — 4ac pofitio, 
real glei(§ ^ ^ ^ null, 

tompleyfoniufliert'» ** ^ ^ negatit). 

2Benn a null ift, fo l^at eine SBurjel ben SBert — c : 6, bie anbre iji 
unenblid^ (§. 4, 4). 

S)ie Formel b"^ — Aac, beren SBergleid^ung mit l^ierbei entfd^ei^ 
benb iji, l^eifet bei ben Sleuern bie S)i«friminante ber betrad&teten 
quabratifd^en ©leid^ung. äBenn a unb c entgegengeje^t jtnb, fo iji 4ac 
negatit), — 4ac pofitio, alfo aud& b'^ — ^ac poptio, folglid^ l&at bie 
©leid&ung reale oerfd&iebene SBurjeln. 

»emerfenSmert iji bie ®yxvmt unb ba« 5ßrobuft ber SBurjeln ber 
quabratifd^en ©leid&ung 0^2 + ^a; + c = 

— Ä + yp~ir:4^ —b — Yw^^i^c b 

+ 



2a 2a a 



— b + Yb'^ — ^ac — b — Yb^ — ^ac _ c 
2a 2a a 



nn alfo bie Summe, ba& ^tobuEt unb bie Qtx^m bet iBiui> 
er quabratift^en ©leic^ung attge&en, o|ine bie äßui^eln feUi^ ju 
n. 

3)ie SSutjeln einer (|uabiatif<$en @leic^ung tonnen auc^ gonio- 
ouSflebtfictt werben. SBenn «, fi, c pofttiDe 3ot>Ici> bebeuten, 
ite @Ieic^ung 

— 6 + V j^ + 400 





ilen aßutäeln -^ 


2» 


+ fa + c — bie tec 


yj'-4ot 

2o 


ober bie (omplejen Sffiutieln ~ - ' ^~ 


t— J' 


%iau beredjne man Y< 
bem eijten galle fege 
äüurielit 


mon 6 = 2arcotw, 


J)abut(5 pnbet 
■> + 1 


r(-cotw +ycot^( 


. + 1) r "." 


inglc» »Ib — rcoll», 


roä^renb taugbi = 


2or : S. 


bem Jioeiteii 5«Be feje 


man 6 = ^^. Sabu£(5 finbet man 


jeln 






'(-i4±K.li, 


l) r-' + 


■ cosw 


. V ' si, 


IW 



rtang^w unb — rcot^w, roälÖI^nb sinw = 2ar : b. 

bem btitten goUe fege man ft = 2arcosw. 3)a(ier finbet 



/■(— cosw + i sinio), lüä^tenb cosw = 6 : 2ai- 
■ Sffiurjeln bet ©leicfiung oa'^ — äcc + c = o finb ben SSJurjdn 
;c^un9 ax'^ + bx + c = entfleflengefefit gleich. 

ic^tr lann man nai^ ©auß bie SoaatttNen bet realen aBurjeln einer 
ten ©leidftuna oug ben Zoqaxit^mtn in Soefficienten ber (Dtei^ung buic^ 
ifAe $i[[Sta6en:en 6ere;|nen (Segaä ©ammlung mat^Hnatifctiet Safein »on 



1^: 



Sie quabrottfd&e gunttioit a^:'' + bx + c i^ 2mol nuH bei ben 
a, ß von X, roelii^e bie SÜJurjeln ber ®leicE)ung «a^^ + fix + c = o 
ib roicb bei beliebigen x burt^ \ioä> Sßrobutt a{x — d){^x— ^ 
UX, fo bafe a + i9 = — * : «' c^ = c : «. 
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35eu)ei5. 3laä) ber aSorau^fefeung ift aa^ + ba + c = o, folglidö 

cfa;2 -^ bx -\- c == ax^ -\- bx -\- c — (aa^ -\- ba -\- c) 
= a(a:2 — ^2j _|_ ^(^j — ^) _.. (3. — a){ax + aa -\- b) 

h. 1^. teilbar burcft a: — «. ©benfo etfennt man, bafe aac^ ^ j^: ^ ^ 
burd^ a: — ^ teilbar ift. SSejeid&net man burd& q ben duotienten 

(ax'^ -\- bx + c) i (x — a){x — ß) 

fo forbert bie gbentität (§. 4, l) 

ax^^ -}- bx -{- c = q{x — a){x — ß) = qx^ — (« + /9) ga? + aßq 

bafe q = o,t (« + i^)(/ = — ^t <^ßq = ^• 

Sffienn bie quabratifd^e gunftion bei tnel^r o\& 2 SBerten t)on a? 
null ift, fo ift fie ibenttfd^ null b. l|. bei allen SEBerten oon a?, unb 
a, *, c finb nuD. S)enn unter ber aSorau3fe|ung, baß a? dou a, ß per*' 
fd^ieben ift, ift baS ^probuft a{x — a){x — ß) nur bann nuU, wenn 
a = 0. (gbenfo fd^liefet man tpeiter, bafe ^►a? + c bei mel^r als einem 
SBert Don x nur bann nutt ift, xowti ft = unb c = 0. 

SBcnn x real ift unb nid&t swifd^en ben realen a unb ß liegt, fo 
ift a(a; — a){x — ß) mit a eine« ^tx^tn^. U. f. ro. 

5* 3)ie quabratifd^e gunftion aa;^ + ^a? + c l^at 

bei X = ^^ ben ejtremen SBBert -^^^-^ — 

2a 4a 

ber bei pofitioem a ein SWinimum, bei negatioem a ein SUlafimum 
ift (§. 2, 4). S)enn in ben SluÄbrüdEen ber gun!tion (2) 

(2aa- + bY — b'^ + 4t/c _ ^2 _ 4^^ _ (2«a; + 6)2 
4a — 4a 

ift baä Duabrat (2ax' + 6)'^, welche« bei realen x nid^t negatio ift, 
nuB bei X = — 6 : 2a. S)abei erreid&t ber erfte SluSbrudE mit pofi«* 
tioem a feinen fleinften, ber jmeite mit negativem a feinen größten 

aasert 

2lnmertung. 2lu3 benfelben ©rünben erreidjit bie gebrod&ene 
gunftion 

X + J = {y. - J/^)' + 2/« 

bei pofttioem x il^r SKinimum 2ya, menn Yx — 1/ - = b. 1^. 

X = -/a. gsergl. §. l, 10. 

Um ju finben, bei weld^en SBBerten x ber aSariablen bie gebrod^ene 
gunftion 



y = :^~ 



SQgebnt. 
X ~ 4 



dx - 



mum obet ein SRininuim eitetd^t, unterfuc^e man, bei welchen 
I bie ©letäiung fttr ^ 

irjeln ^at. 3u<^ ^tealität biefer SSuiieln flenügt t&, bag 

)2 _ 4^(4 ._ 3^) _ 21y2 - lOi^ + 1 = 21(y - i)^, - ^) 

tttio ift (2, 4). Üllfo falei&t x real, mä^renb i» von w bis | 
Don — 00 bis 4^ peigt. an ben ©renjen y = i unb 4^ ^at 

ert ^r~ b. i. 3 unb 5. golgli^ etreic^t bie Qtbtoi^tnt 
bei x = 3 ein SWinimum y = i unb bei a; = 5 ein aKofi^ 
-|. 

®ine qunbratifd&e gotm oon n aSatiablen (§. 2, 9) Iiot im 
en in{n + 1} ©liebet, reelle bie öuabrate bet Sßarioblen 
ßrobutte oon je jiuei 33atiablen entlioltett; immet Iß fte butc^ 
IT als n variable Üuabrate mit getoilfen pofitioen obet nega* 
tfpcienten batpedbor (2). 

n unter ben ©liebem bei gegebenen gönn u ein Duabrat 
t, j. SB. « = ax^ + ipx + II, wobei p eine lineare JJorm 
len SSariflblen unb v eine quabratifc^e gorm berfelben ijl, fo 

pt barfleHbor burc^ baS Ouabtat einer linearen gorm, roelt^c 
, unb eine quabrati{ij[ie gotm, wel^e x vSä^i enthält, äßenn 
i ©liebem ber gegebenen gorm « lein Üuabrat ourfonimt %. ©. 

u = 2*37y + 2/>a: + 25V + r 

? lineore gormen ber Übrigen SSttriablen finb unb v eine 
c^c gotm berfelben, fo Iiat man 

26t. = 4(6^ + q){hy + p) — (4pg — Ihv) 
+ 9 + fij, + p)2 - (6cc + g - Jj, - p)» - (4p3 - 261.) 

\ borfteübor bur^ 2 üuabrate Uneorer [formen, roelc&e x, y 
, unb eine quabratifc^e 'Soxm, roelc^e x, y nic^t entidält 
ine binäre quabratif(^e ^orm but$ nidit me(|t als 2 Duabrate 
c, folglidö eine temäte burdd ni(i&t rae^r olS 3, u. f. ro. 
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7. S)ie binäre quabrattfd^e gotm u = ax^ + 2bxy + cy^ ift 
burd^ 1 Quabtat barftettbat, tDenn il&re S)etetminante b^ — ac t)er= 
fd&TDinbet. 3)etttt man l^at 

au = {ax + by)^ — (6^ — cicjy^ 

3)ie ternäre quabratifd&e gorm 
ift burd^ weniger atö 3 Cluabrate barfteUbar, rotnn if)xt S)eterminante 

— abc + a/2 + bg^ + ch^ — 2fgh 

t)etfd^n)inbet. SBenn in«befonbere a, b, c, fgh nuH finb, alfo j. S. 
Ä = 0, f ifl 

2u = Az(gx +fy) = (^a: +/y + ;8)2 — (^a? +/y — z)2 

b. 1^. u butd^ 2 Duabrate barfieHbar. 3Benn aber unter ben ©oef- 
ficienten a, b, c j. 33. a ni(§t null Ift, fo l^at man 

au = {ax -\- hy -\- gz)'^ + /?y^ + 2g;y-? + tz^ 

wobei ;> = oi — ä2, q ^= af — gh, r = ac — g\ Qn ben befon^ 
bern gäHen p = o, g = o, ober ^ = 0, r = o ift u burd^ 2 
Quabrate barfteUbar; in bent gatte /> = 0, ^ = 0, r = oijiw 
burdö 1 Quabrat barfteUbar. Sffienn aber unter ben ©röfeen p, r j. 8. 
P nid^t nutt ift unb $2 —^r = o ift, fo bleibt 

apu = p{ax + hy -\- gz)'^ + (py + q^Y 

b. I&. u ift burd^ 2 Quabrate barfteUbar, wenn 

5^ — ^jr = a( — o^c + a/2 -1- ^5^^ + cA^ — 2/^Ä) 

t)erfd^n)inbet. S)a8 S3inomium pw^ + n^ fann bann burd^ ba« 5ßrobult 
ber linearen gaf toren (n + w V—~v) (n — w V^^^) erfefet werben. 

8» 6in Softem t)on 2 ©leid^ungen mit 2 Unbetannten, 
t)on bent bie eine ©leid^ung quabratifd^, bie anbere linear ift, l^at 
2 Söfungen (§. 5, 3), bie av& ben SBurjeln einer quabratifd^en ipttf*^ 
gleid^ung bered^net werben. 3fm attgemeinen l^at man au8 ber linearen 
©leid^ung eine Unbefannte burd^ bie anbere auSjubrüdten unb ben 
gefunbenen SBert in ber quabratifd&en Oleid&ung ju fubftituieren. %v& 
ber abgeleiteten quabratifd^en ©leid^ung flnbet man 2 SQäerte ber übrig 
gebliebenen Unbelannten, unb burd^ ©ubftitution biefer SBerte in ber 
linearen ©leid&ung bie jugel^örigen SSBerte ber anbern Unbefannten; 
mitl^in erl^ält man 2 ©pfteme x)on SGBerten ber IXnbefannten, weld^e 
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bctn flegebenett @#eni von ©leic^^ungen QtnuQtn. 3tt befonbeten 
^Uen fül^ren befonbete 3SltÜ)dbtn leidster }u bemfelben S^^^^- 

SBeifpiel 1. x -\- y =: a, xy = b. 

3nbeni man bie etjie ©leid&urtfl quabrtett unb bie 4fad^e jtoeite 
fubtral^iert, finbet man jiatt bcr jtöcitcn 

3)ut<3^ Slbbitiott unb ©ubtraftioti ber ©leidjuttgen 

X -\- 1/ = a 

X — y = V a^ — 46 

ftnbet man, toenn c bie pofitioe Duabtatrourjel bebeutet, 



y ;! ^(a — c) 



i(a — c) 



SSeifpiel 2. aar + 6y = /, cx^ + dy^ = ^. 

y = — ^ f ca?2 + p(/— axy = ^ 

Snbem man biefe ©leid^ung otbnet unb auflöfl, erhält man 

adf + 6y(727+ Pc)^ — cdf^ ^ f—ax 

X = 1 — unb y = -^ — . — 

a''d -\- b^c ^ b 

Sejeid^net man bie pofitioe üuabtatmutjel burd^ R, fo finbet man 
bie Söfungen be^s ©pftem^ 

adf + bR 1 adf — bR 



a^d + b'^c a^d^-lbh 
hcf — aR bcf + aR 
^ ! a2^+~Pc I cM-\^h^c 

9* aSenn i^ unb G ganje gunftionen mten unb nten ®rabe« t)on 
^ unb y (§. 2, 8) unb nitä^t beibe burd& biefelbe ganje g^unftion t)on x 
unb 2^ teilbat finb, fo werben bie Söfungen be« S^pem^ -P == 0, 
ö^ = im allgemeinen wie folgt gefunben. STOan otbnet f unb O 
nad^ faHenben 5{5otenjen einet Unbetannten j. S3. a?, unb bilbet mit 
|?ilfc geeignetet SRultiplilatoten A, ^ (§. 5, 5) fomponiette ©leid^ungen 
iF + fiG = 0, bie füt X niebetn ©tabe« finb, big man enblid^ eine 
©leid^ung i/ = O finbet, meldte x nid^t entplt unb bie anbete Unbe^ 
fannte y beflimmt. ©ine bet fontponietten ©leid&ungen, bie für x 
niibtigften ®tabe8 ift, bient bann jut Seftimmung bet SBette von x, 
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tüeld^e ben etnjeliten aBerten von y entfpred&en*). Unter ber ©ebingurtg 
H = l^aben bie ©leid&ungen i^=Ounb6? = ofüra; mittbeftert^ 
eine gemeinf(|aftli(ä^e SOSutiel; alfo finb unter ber Sebingung ^ = 
bie gunftionen F unb O t)on x burd^ eine ganje gunftion Don a: 
teilbar, beren ©oefficienten burd^ bie Eoefftcienten t)on F unb G^ rational 
auiSgebrüdft werben tonnen. 

SBenn g. 83. i^ = ax'^ -\- hx + c, G ^ a>2 + j'^^ ^ ^'^ m^b 

bie ©oefficienten a, a, . . t)on y abhängen, fo bilbe man au« bem ©Aftern 
F = {s, (? = ba« ©9fteni 



a Äa? -4- c 



a hx -{- c 



= 0, 



ax -\- c 



= 



0, {ab)x + (ac) = 



b. i. {ah)x + (ac) = 0, {ac)x + (^^c) = 

unb aui biefem ba« refoloierenbe ©pftem 

I (ö^)(«c) 
I {ac){hc) 

S)ie erfie ©leid^ung (bie SRefultante) beftintmt y\ bie anbre, weld^e 
für X erjien ©rabeiS ift, bejümmt bie ben y entfpreiä^enben x, 

®a« obige attgemeine Softem F = o, G^ = o l^at, wie unten 
§. 10 bewiesen wirb, mn Söfungen b. 6. e« genügen bem ©gftem mn 
SBerte oon y mit ebenfot)iel entfpre(ä&enben SBerten oon x. Sffienn bie 
julefet abgeleitete ©leid&ung für y bei befonbern aBerten ber (Soefficienten 
auf einen niebern atö ben mnttM ®rab l^erabfinft, fo l^at fie eine 
entfpred^enbe 3Kenge unenblid&er SBurjeln (§. 4, 4). SKan oerptet 
ben aSerluft ber le|tern, wenn man jlatt ber gegebenen g^unftionen 
^(^f y) unb G{x, y) bie l^omogenen gunitionen (§. 2, ]()) 

in 8etra(%t jiel^t; bei < = erplt man bie unenblid&en, bei « = 1 
bie enblid^en Söfungen be« ©pftem«. 

SBenn P, Q, R, s gegebene gunitionen ber Unbekannten finb, fo 
mirb bem ©#em PQ = o, ES = hnxS^ bie @t)fteme 



P— 


P— 


Q— 


Q— 


i? — 


S — 


R— 


Ä — 



oottftänbig genügt, weil ein 5ßrobuft nur bann oerfi^winbet, menn ein 
J^aftor ben SBert l^at. SBenn R = P, fo mirb bem gegebenen ©pPem 
aud^ burd& bie ©leid^ung P = genügt. 

♦) @ulcr Introd. II c. 19. Mem. de Berlin 1764 p. 96 unb 93e80Ut M6m. 
de Paris 1764 p. 298. Sßcrgl. beä aScrf. ^Determinanten §. 11. 
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äSenn p unb Q l^omogene Munitionen t)on benfelben 3)imenftonen 
finb, fo bilbet vxan au* bem ©pfient P ^^ a, G = 6 bic ©leid^ung 
&P — aQ = jur 85ere(|nunfl be« Setl^ältniffeS bcr Unbelannten. 

3n mand^en fällen n)itb bcüS gegebene Spfhnt tieteinfad^t, xotnn 
man bie @umnte, bie S){ffeten)r bad ^robuft obet anbete ^nftionen 
ber Unbefannten ala neue Unbetannte fubftituiett 

a3eifpiel 1. 3)a« Softem 

a;2(y2 _ 1) - 2xy{y^ _ 1) + y4 _ 2y2 + 1 = 

a;2(y2 _ 3y + 2) - y^ - 3y» + 7y2 + 15y -~ 18 ,« 

tft fongtuent mit bem ©t)ftem 

(y — l)(y + l)(a; — y + \){x - y — 1) = 
(y - l)(y - 2)(x + y + 3)(a: - y - 3) = 

unb untergeorbnet bem l^omogenen ©pflem 

(y — 0(y + 0(a? — y + 0(^ — y — = 
(y — 0(y - 20(a: + y + 30(x — y — 30 = 

alfo auflösbar burd^ bie ®lei(|ung y — < = o unb burd& bie ©pjleme 



y + <= 

y — 2« = 



y + « = 
^ + y + 3« = 



y+ ^ = 

ar — y — 3f = 



u. f. n). SWan finbet aufeer y = i bie Söfungen be3 ©#em8 



t 


X 


y 





X 







X 


X 


1 


— 2 


— 1 




2 


1 




1 


2 




3 


2 




— 1 


— 2 



2fad^ 
2fad^ 



3n ber erjien Söfung entfprid^t einem unenblid^en SBert t)on x ein 
enblid^er SDBert t)on y. 



»eifpiel 2. ®a« ©pjiem 



a?^ — y^ — 3y(a? — y) 







3a?2 — 2flcy — y2 = 

ift fongtuent mit bem ©pjiem 

(^ — y)(^^ + a?y + y^ — 3y) = 

(x~y)(3a? + y) = 







§. 6. ^ie quabratifd^en ^leid^ungen. 



273 



wel4iem juerft burtä^ bte ©leid^ung o? — y = o genäßt toitb, bann 
aber aud& burii^ bog ©pftem oc^ + xy + y^ ^'äy^^O, 3x + y = o. 
S)urdö bie ©ubftitution y = — 3a; ^nbet man ix^ + 9x =^ o, alfo 
für X bie SDBerte 0, — f, unb für y bie entfpred^enben SBerte 0, V- 
3)ie Söfung 0, ift in ber ©leii^ung a? — y = o entl^alten. 

»eifptel 3. 2lu8 bem ©pftem 

leitet man bie Oleid&ung {x + y)^ = 3a^ ober (a? + y)^ — 3(ar + y) 
= ab, meldte bie erfte ©leiÄung pertritt, ©al^er l^at man bie 
©pfteme 



a; + y = 
a:y = 



X -j- y = 3 
a^= 3 



2x 

2y 








3 + fV3 



//3 



3 — eV3 3 + 1/3 



a)le ööfung 0, O ifl eine 2fad&e. 
Seifpiel 4. 2lii3 bem ©pftem 

x^y — xy^ -jr 3ary + a;-|-y = 0, x^ — y2-j-3s=() 

erl^ält man buxd) ©ubflitutton t)on ~, -^ für x, y ba& allgemeinere 
l^omogene ©pftem 

a?3y _ a?y3 + ^t'^xy + /»(a? + y) ==: 0, a;2 — y2 ^ 3^2 = q 

Sffienn man von ber erften ©leid^ung bie mit xy multipUcierte jweite 
©Uid^ung fubtral^iert, fo flnbet man anftatt ber erften ©leid&ung 

t^(x + y) = 

unb ba^er bie ©pfteme 






er + y = 

a;2 _ y2 ^ 3^3 = Q 



Seiben ©^ftemen genügt nur < = o, b. ^. e« genügen bem gegebenen 
©9ftem nur unenblid^e SBerte t)on x unb y, bie entmeber gleid^ (3fa(^) 
ober entgegengehest glei(§ (5fad[i) finb. 

SBeifpiel 5. 3)a« ©^ftem 
1 



ift bem l^omogenen ©pfiem 

»alt» er. I. 7. «ufl. 



+ ^ = 4 ' ^^ + ^* = ^(*' - y')' 
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itbnet. tmä) Subfiitution non 3y" = 3a^^ — 8ta: in ber jiDeiten 
ig finöet mon t^x'^ix — 30 — 0, unb bolier bie Söfungen 
leniS 



I 



±a; 3fa^ 
4fa^ 

+ 1 



ifpicl 6. S)ad 6#em 

a; + s, = a, X* + ys = i 

Iiomogenen ©^ftetn 

a; -|- y ^ oi, a;* -|- y* ^ 6(* 

Itbnet. @e$t man a;^ = t>, fo ei^dU man atö jroeite ©leidfung 
rit^m. §. 9, 5) 

Dtrb bem gegebenen ©gftem auii& burt^ ( = 0, a; + y = o 

b. t). butc^ entgegengefegt gletd^e unenbUt^e SBerte ber Unbe^ 

9iimmt man nun roiebet ( = i , (o ifl jufolge bc« ©iifieniS 



möge bei qnabratifcEien §iIfSglei^ung für v 

-iK^. ••-- = - - + ^|/^" 

et man ben ^jofitioen SSett ber tegtetn Duabratnjurjel burc^ c, 
le porttioen Ouobratrourjcln non — «^ + 2c unb — o* — 2e 
unb et, \a erhält man bie Söfungcn be3 ©gftcma 

2a:j[a + d|a~Äla + rf'|<> — d' 

ifptel 7. ^od @#em 

<ia; + 6j/ = 2C:«ä-ff5) 

^+__6 '«'+y^ 

a- 4- y a: — y a^ 

liomogenen ©eitern 

o(a: + bty — 2»;^ + 2y2 = 
— a((a; — y)»:;/ -)- J((a; -J- (/)a;j/ — a;* + y* = 



§. 6 3)ic quabratifdjen Gleichungen. 
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untergeorbnet. Subem man ja ber jtoeiten ©leld^ung bie mit {x — y)y 
multtplicierte etfte ©leid^uttg abbtett, finbet man atö jiDeite ©Icid^ung 

(biy — x^ -{- y^)(x'^ + 2xy — y^) = 

ober (bty — a?2 + y^)(x + cy)(x + c'y) = 0, toobei c = 1 + Y% 
c2 — 1 = 2c' ttttb c' = 1 — V'2 ift. 3lu« bem erften ©tjfiem 

ate + 6<y — 2a;2 + 2^^ = q^ j^ty — x'^ -\- y'^ = {^ 

folgt «(aa? — Jt/) = 0. 3U ^ = geptt y = ± ar; Jtt ^ = 1, 
aar — iy = geptt a? = 0, y = 0, Uttb 



ic =s 6 



ad 



.V 



ad 



a 



62 — a2 •'' — ^62_ß2 

2CuS bem anbern Softem 

ax -y by — 2a;2 -)- 2^^ ==0, a? + cy = 

folgt 4cy2 — (fi — ac)y = u. f. m. JDal&er l&at man bie Söfungen 
beiS gegebenen ©pftem« 



3fad^ 






X 




+ x 


1 
















a2» 




a2 


""ft^^ «2 




ac — 


6 


6 — ac 




4 




4c 




ac — 


b 


b — ac 




4 




4c' 



Seifpiel 8. SBenn u unb m' ternäte quabrattfd&e gotmen finb 
(6), u = ax^ + ,., u = ax'^ + .., fo giebt e« 3 aWulttplifatoren 
hf hf h ^on ber 3lrt, baß bie abgeleiteten gormen u + k^u^ u + X^'^', 
u + l^u ^robufte linearer gaftoren p^q^, p^q^i p%q^ werben. S)enn 
bie 3)eterminante ber gorm u + lu ijl eine fubifd^e gunftion t)on A, 
bie bei 3 bejlimmten 3Berten non l nerfdiioinbet. S)a8 ©tiftem « = o, 
w' = TOirb burd^ ba^ ©pftem p^qx = 0, P2q2 =^ ^ vtxtttUn, 
beffen Söfungen jugleid^ ber ©leid^ung p^qz = genügen. aSergl. 
Qacobi ©rette« 9- 14 p. 286. 



18 
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§. 7. 3)ic fubifd^en unb biquabratifcbcn 

©Icid^ungen. 

(^ift 9§. 95-98. 69. 105.) 

1* äBenn man bie ©lieber ber ©leid^uitg mten @xaUi 

ber SReil^e nad& mit ber geometrifd^en 5ßrogreffion — , 1, r, . . . multi^ 

pltciert, fo erl^ält man eine ©leid^ung beiSfelben ®rabei$, beren äBurjeln 
ju ben 38ur}eln ber gegebenen ©leid^ung baS IBerl^ältnuS v l^aben. 
^txm bie ©ubfiitution x =^ y:v giebt nad^ ÜKultipIitation mit v"-^ 



a 

V 



ym ^ lym-l _^ ct?y™-2 -f . . = 



,m-2 



Um in ber transformierten ©leid^ung ben ©oefficienten l ber 
\)'iißtxi $ßoteni ber Unbefannten ju erl^alten, fe|e man v = a. Um 
ben jmeiten ©oefftcienten bem erften gleid^ ju erl^alten, fefee man 
v = a : ft, u. f. m. 

2^ aOBenn man in ber ©leid^ung y^ + hy°"^ + acy"^-^ + . . = o 
y ^= z — b:m fefet, fo finbet man für z eine ®lei(i^ung beSfelben 
©rabe«, meldte z^-^ niä)t enthalt. 3)enn bie ©ubftitution y^z + X 
giebt 



2™ + ml 

+ * 



;; 



iQI' 



■ + 

•jr ac 



A2 



1)^ 



»m-8 



+ .. — 

+ .. 



eine ©leid^ung mten ©rabeS für z, weld^e entmeber z^^-^ ober z^-^ . . 
nid^t entl^ält, nad^bem man l burd^ eine ber ©lei($ungen 

wA + ^ = 

u. f. xo. beftimmt l^at 

S)ie numerifc^e Transformation t)on aa?°» -|- hx^-^ + . . wirb 
am einfad^jlen jupanbe gebrad^t, inbem man jnerft ben 3Bert t)on 
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ax + b mit bem SBett t>on x multipUciert unb c abbiert, inbem vxan 
ferner ben SBert t)on ax^ -^ hx -\- c xaxi x multipliclert unb d abblert, 

u. f. n). 3. 35. 2lu« 3a?3 — 6a;2 + 5x — 4 = 

— 6 erplt man burd^ bie ©ubjiitutlon o: = |y 



2 



bie ©leid^ung 



\ _^l y^ - 6y2 + i5y - 36 = 

2 7 _ 36 unb burci^ bie ©ubflitution y = z + 2 

2—4 14 ^^ + 32: — 22 = 



1 3—22 wä^renb 3ar — 2 = z ift. 

Stnmerfung. 3lad^bem man ax + X ober ax^ -{• Ix -\- (i ober 
aa?3 + Aa?^ ^ fix + v flleid^ y gefefet l^at, finbet man eine ©leld^ung 
mten ©rabe« für y, meld&e burd^ SSerfügung über X, (i, v nur m, 
m — 1, m — 2 ©lieber behält unb eine ©leid^ung, weld^e x burd^ y 
einbeutig beftimmt*). 

3* 3)ie 2luflöfung einer fubifd^en ©leid^ung fann auf bie 
auflöfung ber befonbern fubifd^en ©leid^ung 

x^ + 3air + 26 = 

jurüdtgefü^rt werben (2). S)urd& bie ©ubftitution x = t + u erhält 
man bie ©leid^ung 

*» + 3^2« + 3«m2 + m3 + 3a(e + m) + 25 
= «3 -j- u3 + 3(*M + a){t + m) + 26 = 

roeld&er, weil t + u nid^t null ifi, burd^ bie ©leidjiungen für t unb u 

«» + w3 + 26 = «M + a = 

genügt werben !ann. Situ* bem ©pftem t^^u^ = — 26, «^j,» = — a» 
finbet man (§. 6, 8) 

t^^ — b + yw^v^ 

m3= — 6 — y62~+~^ 

aSenn bie S)i«criminante 6^ + a» pofitit) ift, wenn bie 

realen Äubifwurieln t)on — 6 + yW+^^ unb — 6 — Yb^+ «^ 
burd^ < unb u, bie eigentlid^en Äubilwurjeln Don 1 (ättg. Slritl&m. 
§. 18, 9) burd^ 

a = — i + i . i/3 a-^-^ I - / . 1/3 

bejeid&net werben, fo finb 



*) ^fdjirnl^aufcnö 3Ket§obc. S5rief an Scibnij 1677 SCpnl 17. ActaErud. 
1683 p. 204. @. beg SSerf. 3)cterm. §. 11. 
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t + u 

at + a^u- Ut + «) + i . i(t — t<)/3 

aH + au ■■ i{t + u)^i. i(( - u)YZ 

SSurjeln ber gegebenen lufiifc&en ®leiäiung'), bie erfteteal, bic beibi 
anbetn foniufliett fomplej. 3)le 9tationalität bei aSurjeln rotrb b«t 
bltette aJerfui^e entfc^teben. Über ©leic^ungen 3ten unb 4ten ®rabi 
mit einet rationalen SBurjel: Jfummei SBetl. aHonatäbetic^t 18E 
3lov. 15. aSergl Saeobi 1835 gieße S- 13 P- 341. 
Sie Sinomien 

t -\- att at -\- u at -^ au 

t + aH a^t+u a'^t + a'^u 

genügen ber gegebenen ©Iciilung niöif, »eil bie ^robufte i^rer ©licbi 
atu ober «'(«, olfo nid^t —a betrogen. 3n bet 3;§ot wirb toie §. 6, 
benliefen, bag eine fubifc^e @leii$ung ni^t me^ als 3 Suijeln l(iat. 
32enn J^ + «" nuU ift, fo ip t* = (, unb bic ©leid^ung §ot 
reale Sffiui^eln, »on benen 2 einanbet gleich fmb, % — t, —t. 3 
ber a:^ot iji bei a c^, b = — c' 

4. 2ßenn b'^ + a^ negatio ift, fo l&at bie ©leid&ung 3 oe 
f^iebene reale SBurjeln, roel^c in ben obigen (Formeln alä ©ummi 
ber Subifroutjeln oon lonjugiert toniplcjen ^o^lcn erfdEieinen. Um b 
©leid&ung a:» — 3aa: + 26 == unter ber SBorou5(e§ung b^ < . 
aufiulöfen, fe$t man (aillg. acittiin. §. 31, 11) 

— 6 + Vb^ — a' = —.b + zYa^ — ** = e(cos(ü + leinw) 
b. ^. e^ = a'^ COBOJ = = — |- 

unb finbet als ©ummcn ber Subitroutjeln 

2a*C0si(y 2o*C08(iw + f/r) 2n*^C0s{^w + |«) 

bie SBurjeln bet ©lef^ung**). aSeifpiele: Älügel _a. a. D. p. 150. 

•) S)ie reale SButset bei hi6i|$en @Iei(5ung ift oon ©cipione bot ^er 
3505, 6alb batauf ouc^ oon Snrtoßtia etfunben, unb »on Gntbano 1B46 (A 
magna c. XI.) ne6ft bem SemeiB mitgeteilt rootben, loeä^alS fie ben Sfiamen „6i 
bam|4e 3oniteI" fü^rt SBetal. Blügel motfi. SÜB. I p. 34. 

") Sie Irifeftion beä SBinMä w (bie aete^nuiifl oon coei<o nu3 cosoi) 
auf bie atuflöfung einer (ubif^en ©leictiung mit S realen SBurjeln von Sontftel 
]fiT9 tebuciert rooiben. £a3 umgde^cte SJnfa^ten tomnrt bei iBieta not, lonfitull 
Bei »eäcarleä Geom. III. SBerflt. fitügel mat(|. ffi. I p 38. 44. S3, 
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©afe in biefem gall (casus irreducibilis) bie fubifd^e ©leid^ung 
reale SBurjeltt l^at, erfennt man au8 ben SEBerten ber fubtfd^eit gunfttoti 
x^ — 3ax + 2Ä, weld^e realen x entfpred^ett*). Die ©ubpitutiott 

X = a^y giebt 

x'» — 3aa: + 26 = a*(y3 — 3^^ + c) 

Tt)o c = 26 : a* ju)ifd&en — 2 unb 2 liegt. Jlun ift bie gunftion 
y^ — 3y + c bei enblid^en realen y tnbliä) real unb fontinuierlid^ 
(§. 2, 4), bei y == — 2 negatio, bei y = — l pofitit), bei y = 1 
negatit), bei y = 2 pofitio; folglid& iji fie null bei je einem y jwifc^en 
— 2 unb —1,-1 unb i, l unb 2. 

aSenn a;^ + 3aa? + 26 = bie reale SBurjel 2a ^at, fo ift 

a?3 + 3flw; + 26 = (a? — 2a)(a:2 ^ 2a*' + ß) 
26 = — 2a/? 3a = /i? — Aa^ 

S)ie ©ubftitution /5 — a2 = f y ergiebt 

62 + «3 = /!/2(^ _ |y) + (y - ßy 

= yC?'^ - 3yi? + iß^) = y(y - ^ß)^ 

b. l&. 62 + a» l^at baä Seid^en von y ober /? — a^, von bem bie Sftealität 
ber beiben anbern S93ur}eln abpngt. 93gl. Siebred^t ©runert älrd^io 

1876 t. 59 p. 217. 

9lnnterf ung. äEBenn a pofttio ift, fo l^at bie trinontifd^e ®leid^ung 

a?™ — X — = 

eine pofitioe SBurjel jn)if(äöen 1 unb l + a, weld^e unter ben realen 
S33urjeln ber ©leid^ung bie gröfete ifi, weil i°* — i — a negatit), 
(1 + ä)^ — 1— 2a pofltio ift. JBiefer SaSurjel näl^ert man [xä) burd& 
bie Sered&nung oon**) 



m 



6j = 1/ a + "/a 62 = Y^a + 6^ 63 = ya + 63 ... 



m 



"Sitnn ti ift 61 > y«, 62 > 6,, 63 > 62, . . S)abei l^at man 

6k'" — 6k.i — a = 0, 6k"* — 6k — a < 

aifo !ann feine ber ©röfeen 6,, 63, 63, . . bie größte reale SBurjel ber 
©leid^ung a?»» — a? — a = überfteigen. 



*) @taint)illc 1812 Corresp. s. TEc. polyt. 8 p. 08 unb M^langes d'anal. 
p. 197. 

**) Bolyai Tentamen in elem. tnath. etc. Maros Va«arhely 1882 t. 1 p. 418. 
®tfcnftein 1844 treffe 3. 27 p. 83. 
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5. ©ie 2luf(öfunß einer btquobratitd&en ©lelc^unfl tonn auf 
bie SuflBfung bet befonbem biquabratlfii^en @leid^ung 

X* + 4ax't + 8Sa: + 4c = 

jutfltfflefü^rt roetben (2). ®ie aBurjeln blefec ©Uicöung werben butd& 
bie SBurjeln einet beftimmten tubif^en ®let((iung (ätefoloente) aiiS' 
gebrfldt'). Unter ben ajorauSfefeungen 

t -\- u -\- V == a, (u 4- *" + wt» »— jS, (««>=■)' 

tfi (y — 0(y-«)(y-»') =y*-"y* + /'?->'. *>. ^. bie ©lei- 
äiung y' — «y* + j*y — y = für bie Unbekannte y l^at bte 9But= 
jeln t, u, V [§. 4, 2). 55enn nun 

a: = /( + /« + /« 

fo finbet mon 

a^s = a + ^Y^i + tyii + 2yw 

1(^* - c)2 = ^ + TxYy 
JE* — iax' — ^Yy + «^ — 4,9 = 

SJiefe 2beuttge biquobratlf(i&e ®Iei(i^ung für x (iat bemnac^ bie Sbeutige 
Sffiuriel /( + T^u + /«, loenn (, «, « bie ÜBurjeln ber 9tc(otoentc 
b. i. ber tubifc^en ®leii|wng y^ — ay^ -'r ßy — y = Rnb. 

S)ie oufjulöfenbe biquabratifc&e ®leii$ung ßimmt mit her Dor* 
ftc^enben, beren Gurgeln befonnt ftnb, überein unter ben sgebinftungen 

4a = — 2« 86 = — Si^y 4c = c* — 4/i 

b. ^. a = — 2a, ß = a^— c, Yy = — h unb l(ttt bie 9le(oInente 

ys + 2«j(^ + (a^ _ c)y - ja — 

aiu« ben aSurjeln (, «, « bet JRefolDente finbet man als aaüurjeln bei 
gegebenen ©leic^ung bie 4 SHJerte ber ^otmel /( + >^w + Y*>> yotläji 
ber Seblngung Y^Y^Y^ •=" V^y =- — * genügen. 

S)ie(e Söjung, 
benibt, ift »on @ 

') 3)iefe @ifinbung ift non Subooico 3ei^>^a<:i gemat^t, von Hurtiana 1545 
(Ära magna c. 39) unta SombelEi 1572 mitgeteilt niotben. aJngC. fflügtl 
tnat^. B. I p. 38. II p. 401. !&{e jur 9(ufCäIung bei; biquabiotif^en @(eiAung 
erfotbetli^e [u6i(d&e tSteid^unfl lieifit bie Sefoloente betfelben 6ei euler, IWanite 
bei ßlaitQut u. 0. OTan fann auift auä bet ooHflätibigen biiniabratifi^en ©teii^ung 
mit S ©Ciebem bie oettiirjte fu&ifi^e Seloloente mit 3 ©liebem aBfeiten. Sergl. 
eilenftein 1844 SwUe 3. 27 p. 81. Sotoeftev Philos. Mag. 1851, U p. 385. 
Hton^olb SteSe 3. S2 p.95. ^eilettnann e^tömiC« ^eitf^tift 21 p. S64. 
gteblet eiem. b. #eom. it. aigeftto p. 163. Snirfious Siouoiae 3. 1873 p. 220. 
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a?* + 4aa?2 -f- 8&a? -+- 4c 

gefegt unter bcr Sebingung y^r"^^ V^r^ ~ c « 6. S)icfel5e gotmel wirb in baä 

?r obuft (a?a + 2a; V"« -h /») (a?2 — 2a? y a + /?') Derroanbclt (3) e S c a r t c ä G^om. m). 
snan !ann aud^ 

a3(öfa?* + 46aj' -H ca:^ -^ dx + e) 

burd^ bie ^ifferens t)on 2 üuabraten 

(a2a?2 -f- 2afta? -f- ^)2 — (J5a? -f C)2 
barftetten. U. f. w. 

6» S)te Slefotoente l&at eine pofitiüe reale SBurjel v, weil bie 
fubifd&e gunftion y^ + lay'^ + (a^ — c)y — ft2 bei y = neflatio, 
bei J^inreiiä^enb grofeen pofttit)en y pofitit) ift (4). Sllfo ift -/v real, 
i^t 3eid&en wirb burd& ba« ^t\6)tn be« 5Probu!tö /« /m beftitntnt. 

®a« ^Ptobttlt <w ber beiben anbern SOButjeln ber Slefotoente ijl 
pofitio, Toeil «wt? = b^ pofitit) ift. SBetttt nun t, u real unb beibe 
pofitio finb, jo l^at bie aufjulöfenbe biquabratifdje ©leid&ung 4 reale 
SBurjetn. SDSenn t, u beibe negatit) finb, fo l^at bie ©leid&ung 2 5Paare 
Don fornplej en SBurjeln. S)enn unter ben SSoraugfefeungen t = —ff^, 
u ^ —h^ §at y« + /w bie SBerte 

25^ + «Äf —ig — ih, ig •— lÄ, — «^ + «ä 

;3n ben beiben erjien gätten ift baS ^ßrobuft Y^Y^ negatio, in ben 
beiben lefeten gaUen pofitit). 

aOSenn aber t, u fonjugiert fomplej finb, fo l^at bie biquabratifd&e 
©leid^ung ein $aar lonipleje unb 2 reale SBBurjeln. ^tnn unter ben 
SSorauÄfefeungen 

f = 2p + 2iqf w = 2p — 2iq, r^ == p2 ^ ^2 

finbet man (ättg. Slritfim. §. 16, 10) 

yt = Y^ + p + lY''* — Pt Y^ =" V"** ~^ P — t"]/^r — p 
alfo bie jufammengel^örigen SJBerte 

Yt + Vu 1| 2yr +p I — 2y"r"+p 2tyr'^ p — 2iY^'^ 
Y^Y^ |l 2r ; 2r — 2r — 2r 

SBenn in^befonbere ^ = w, fo finb 2 aBerte t)on y ^ + y w nutt, 
bie biquabratifd^e ©leid&ung l^at bie 2fad&e SBurjel y v = 6 : «. SBenn 
t = u = V, fo l^at bie gegebene ®lei(§ung bie 3fad&e SBurjel 
Yv ^ b : t unb bie ifad&e SBurjel 3-yi;. SBenn 2 SBurjeln ber SRe^ 
foloente nuB finb b. 1^. & = 0, c = a^, fo ^at bie gegebene ©leid&ung 

bie 2f ad^en SBuraeln ± y— 2a. SBenn 3 SBurieln ber SRefoloente nutt 
finb, fo l^at bie gegebene ©leid^ung bie 4fad^e SBurael 0. 



1 
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^ie UnmÖ$(icl^!eit, bie SBuxjeln einet aOgemetnen ^(eid^ung, beven @tab ben 
4ten ü5erfteigt, burd^ '^uxHln reiner ©teid^ungen ober burd^ 9Bur§eln von ^leid^ungen 
nieberer ®rabe auS^ubrüdfen, würbe von ®au^ 1709 (Demonstr. noraO) vermutet 
unb uon ^5el 1825 (6;reae 3. 1 p.65) bewiefen. ä^ergl. äBan^el in @erret 
Alg. sup. 516. Sd^eibner Serid^te ber 2tm. ®ef. b. SB. 1863 p. 63. ^a^ bie 
aOgemeine ©leid^ung 5ten ©rabeS mit $itfe tranSfcenbenter ^nftionen aufgelöft 

loerben lann, l^at Termite ge^etot (Compt. rend. 1858^ p. 508 unb p. 715). 93ergl. 
ÄronedCer SWonatSberid^t ber »erliner Sl!ob. 1861 Sunt 27. »rtoSdji Istituto 
Lombardo 1858 ü^ot). 25. 2Rat§. ^nn. 1878 t. 13 p. 109. »ertranb Rapport 
sur les progres de TAnaL 1868 p. 10. %, RUxn baä gfofaeber unb bie^uftöfung 
ber (SiUic^ungen 5ten ®rabe§ 1884. 

7. ®ie DoBe ©leid^ung für x 
n)itb btttd^ bie ©ubPitutionen x = y :a, y =^ 2 — b tronÄformtett in 

y3 + 3^y2 ^ ^acy + a^ci = 
z^ + 3F^ + 20 = 

roo z =-^ ax + b, F = ac — b^, 2G = a^d — ^abc + V>\ 

SQSenn nun —G + Yo^ + F^ unb —0—Y^^1^^ teal 
finb unb bie realen Äubiftout^eln t, u l^aben, fo wirb ber gegebenen 
!ubifd&en ©leid&ung genügt burd^ (3) 

ax -^ b = t -{- u, at -\- a^u, a^t -f- aw 



SBcnn ober — ö + YQ'^ + F^ f omple? i|l unb bie Äubitourseln 
p + kf «(p + «S')/ ^\v + «V) ^<^% fo genügen ber fubifd^en ©leid^ung 

ax + b = 2p, — p — qY^r — P + ^V^ 

aSenn G^ + f^ ===: o, fo finb bie SKurjeln ber fubifd^en ©leid&ung 
ni(§t atte t)on einanber werfc^ieben, alfo discr(aaj» + . .) = 0. 3n ber 
2;^at finbet man 

^(^2 ^ /'S) = ^2^2 _ 3ft2c2 ^ 4^c3 + 4i^d — 6a6c6? 



a' 



== discr(aa?^ + ..)== 



a 2b c 

a 2b 

b 2c d 

b 2c 



8. I. ®ie ©leid^ung ax^ + 4^x^ + 6cx^ -i- 4dx + e = wirb 
burdö bie ©ubjiitutionen x = y : a, y ^ z-^b tran«formiert in 
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wo ^ == aa; + ft, F = ac — b^, 2G = a^d — ^abc + 2b^, 

iH = 4W — ac — 3c2 

_ 3^2 _ 3^2^ =^ ^3^ _ 4^,2^^ ^. e^^,2c _ 364 

II. ^nn u^ — au^ + ßu — y null wirb bei u = p, g, r, fo tft 

u^ — au^ -j- ßu — y = (u — p)(u — q)(u — r) 
p -\- q '{•' r = a, pq -\- pr -jr qr ^== ß, pqr = y 

33ei 2 =3 -/> + -/■g' + -/r l^at man bann 

z^ — 2az^ — 8 Vy .z + a^ — 4ß=r0 

5Dtefe ©leid^ung für ^ fongruiert mit ber gegebenen Oleid^ung (I) unter 
ben SSebingungen 

— 2cr = QF, — 8/y = 8G^, «^ — 4/!^ = — 3F2 — 3a^^ 
b. ]&. - a = S/', Vy = — G^, 4/9 = 12/^2 _|. 3^2^. giifo: 

aSenn u» + SFw^ + (3F2 + ia^B)u — ©2 ituU ift bei u==p,q, r, 

fo iji ax^ + , . nutt bei 

ax -^ b = yp + y^' + yr 

2)ie Sbeutige gormel mirb auf 4 SBerte befd^ränft burd^ bie 33ebingung 
VpVqV^ = — G, 

m. S)ie htbifd^e Stefotoente u^ + dFu^ + . . = ber biquabra^ 
tifdien ®leid&ung aa?*+ . . — wirb burd^ bie ©ubftitution u==iav—F 
transformiert in 

v^ + dffv + 2J = 

tüO 

^ 4Ö2 + 4F3 ^ 3«22riy A2 ^ o;, 7 



a 



a b c 
b c d 
c d e 



SBenn nun v^ + 3zrt? + 2J nuU ip bei v = v^, v^, v^, fo ift 
w» + 9Fu^ + . . null bei u = ^av^ — J', . ., unb man i)at 



p = iav^ —F,q = \av^ -- F, r =• lav 



F 



IV. 2Benn J^ + ^3 _ 0, fo finb bie ffiurjeln ber fubifd^en 
Slefolpente nid^t aHe t)on einanber tjerfd&ieben. S)a^er finb aud& bie 
SBurjeln ber biquabratifd^en (Sleid^ung nid^t atte t)on einanber t)er^ 
fd^ieben, unb discr [ax^ + . .) = 0. 3n ber S^at finbet man 



J' + fl>) — discr(ni' + . .) — 



3i 


3c 


d 


a 


3b 


3c 


M 


e 





3c 3d 



Sffienn uittec ben Soefftcienten bet @leic[|uttg 2nten @iabed 

i n + 1 iDtUHlrttd^ , bte folgenben aBei fo gegeben fmb, baft 

:|iÖien bie aihirjeln bet @Xeii$ung paanoetfe gufammen. SoS 
von je jniet jufammengeti&rtgen Surjeln iß s, unb bie 
betfelben tft eine SßJutjel einer befitminten Sftefoloente «ten 
SBenn inStefonbere e = 1 ifi, fo ^eißt bie gegebene ©Ict^ung 
V). 
etn man nämlic^ bucd^ a^ bintbiett, finbet man bie ©lei^ung 



i bet SBettaufc^ung pon a; mit £ : ^ unoetänbcrt bleibt SSSenn 
ine aäiutjel biefet ©leic^ung ift, (o tp aucö « : « eine aSutjcl 

t man X + 1 = w, folglicEi OtOg. ärit^nt. §. 9, 5) 
x> + i-, _„»-2. 

X» + -, = «3 — 3«« 

a;* + -^ = «4 — iu^e + 2e' 

fo erhält man bie SRefoloente «ten ®tabe8 füt « 

+ «„.]u + a„.2(«2 _ 2e) + a„.3(«3 _ 3«£} + . . == 

($ Sulec Comm. Petrop. 173S t. 6 p. 223 unb WaclauTtn Tract. S. 
itg bet MefciEiiente fällt mit ber uon ^ac SernouIIt (Mem. de Paris 
p. II n^Qj) gegebenen Sntwitfelung von cobIcx na^ ^otenjen uon cos3^ 
, unb nax am^ non iKoiore (Mise. anal. lU, 4] gegeigt niotben. 2>en 
jrbetticfien auäbnid oon x^ + y* birc* o! + y unb icy I|at Sogtong* 
Berlin 1788. NouTelle m^ode etc. §. 1) alä Befotibetn ^H ein«« 
ni ^uäbnitfg bargefleUt. 
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SluÄ ber quabtatifd^en ©leid&ung für a? 

aj^ — MO? + € = 

fittbet man ju iebet SQButjel m ber Slcfotoente ein 5ßaar aSäurjeln ber 
flegebenen ®leid&ung. 

10, äöenn unter ben ßoefficienten ber ©leld&ung (2a + i)tett 
©rabe^ 

bie erften n + i wUIfürlid^, bie folgenben aber fo gegeben finb, bafe 

o 2k4-l 

n-f-1 n ' ii-f-2 n-l ' ' n-j-l+K n-k ' 

ift, fo l^at eine aShirjel ber ®lei(§ung ben SBert — e, unb bie übrigen 
SBurjeln finb fo gepaart, bafe baS ^robuft jebe« ^aareg e^ ergiebt. 
3)enn bai ^ßol^nomium 

^ /^-«*o+l , ^2n+l\ , / 2n-l , „2n-l\ ■ o/ 2n-3 , „2n-8\ , 

tft burd& a^ + € teilbar (Sttg. SKrit^m. §. 12, 5). S)er Quotient ift 

2a 2n-l . o 2q-2 . .2a-2 , 2n 

a^X — OqB 

+ «1 



2n-l , o 

X + ao62 


2n-2 
o: — , . — üqS 


— a^fi 


+ « . + «l 


+ «2 


• • 




+ .. 



6 a? -|- 0^6 



©e|t man nun fowol^l ben S)ioifor x + €, aB aud^ ben Quotienten 
ber §RuU gleid^, fo erplt man atö SBurjeln ber gegebenen ©leid^ung 
— € unb bie SEBurjeln einer befonbern ©leid&ung 2/iten ©rabe^, beren 
©oefficienten ben oorl^er (9) gefteUten SBebingungen genügen. 

11* S)ie gebrod&ne gunftion mit pofitioen Bö^l^tn 

a2 62 ^2 

(X X ß — X y — X ^ ^ r -^ t j 

ift 1 bei unenblid^em x, ac bei o; = a, ß, y, übrigen« in ftetem SBad^fen 
bei madöf^nbem x. Sffiä^renb a? x)on — oo bis « gel^t, ift « — a? pofitio, 
unb bie gunftion roäd^ft oon l bis oo . SQBal&renb x oon a h\&ß ge^t, 
ift a — a? negatio, ß — x pofitio, unb bie gunftion mäd^ft öon — oo 
bi« + c». SEBä^renb x t)on ßh\S> y gel^t, '\!\i ß — x negatio, y — x 
poptio, unb bie gunftion mäc^ft oon — oo bis + oo. SBäl^renb x t)on 
y bis 00 gel^t ift y — a? negatio, unb bie gunftion mäd^ft oon — <» 
WS 1. 
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3Die ©leid^utig y = für bte Unbetannte x ifi baburdi) au^gegeid^net, 
bag fte lauter reale Sßuräeln l^at, je eine jrotfd^en «, ß, y, ^*\ 



§. 8. ^ranSfccnbente ©leid^ungen unb Sluflöfung 

numerifd^er ©leid^ungen, 

(deid §§. 106. 100.) 

1» S)ie einfad^fte Älajfe t)on tranÄfcenbenten ©leid^ungen bilben 
bie ©jponentialgleid^uttgen, in betten unbefannte ®f ponenten be*» 
fannter ober unbefannter S)ignanben t)orfontmen, bie logaritl^mifdöen 
©leid^ungen, in benen Sogarit^nien unbefannter S^l^len t)orfontmen, 
unb bie goniontetrifd^en ©leid^ungen, in benen goniontetrifd^e (ttigo* 
nometrifd^e) gunftionen unbefannter SBBinfel (Slrcu«) üorfomnten. 

SQSenn bie 6? ponentialgleid^ung binomifd^i iji unb nur befannte 
3)ignanben entl^ält, fo fann pe auf eine algebratfd^e ©leid^ung rebuciert 
werben. 3)enn au^ ber ©lei^ung 

folgt (2iag. Sarit^m. §. 19) bie ©leid&ung 

ploga + ^log6 — • rlogc — ^loge£ = logl 

TOeldie algebraifd^ ifl, roenn a, h, c, d gegeben finb, unb Pf q, r, s 
algebraifc^e gunftionen t)on einer ober ntel^r Unbefannten bebeuten. 
®abei ift logl unenblid^beutig (ättg. 3lrit^m. §. 31). 

Umgefel^rt ifi bie ©leid^ung flogt + qlogu = rlogv gleid^« 

bebeutenb mit ber ©leid^ung t^u^ = v\ loeld^e algebraifd^ ifi, wenn 
P, q, r rational gegeben, unb t, u, v algebraifc^e gunftionen non einer 
ober niel^r Unbefannten finb. 

S)ie (gfponentialgleid&ung a + bp^ + c/* + , . = o tt)irb burd^ 

bie ©ubftitution P^ = y auf bie ©leid^ung a + h/ + cy^ + . . = o 
rebuciert. 

S)ie ®lei($ung rc*+i>iogx =_ ^ ^^^^^ (^ _j. b\ogx)\ogx = logc 
wirb burd^ bie ©ubftitution loga: = y auf bie ©leid^ung ay + 6y2 
= logc rebuciert**). 



♦) gacobi ©rette g. 12 p. 25. 3)^namif p. 199. 
**) $ei§ §§. 61. 65. 69. 73. 
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2. ©oniomettifd^e ©leid&uttgen finb algebraifd^ rebucibel, wenn fie 
nadö flePriget ©ntroid elung nur eine gunftion eine« unbefannten SBBin* 
fetö unb ^ßotenjen betfelben mit gegebenen %ponenten entl^alten. 3- ®- 
®te ©leii^ung «sino? + bcosx = c lann rebuciert werben, inbem 
man sina? = y, cosic = 1/1—^2 i^^t ©infad^er fommt man jum 
Siele, votnn man 

a = rcosa, 5 = rsinof 

fe|t, fo bafe a unb r au« ben ©leid^ungen 

a ü 

cot« = Xf ^ = 



6 COS« 

gefunben werben. SDaburd^ erpU man ftatt ber gegebenen ®lei(%ung 

r sina? cos« + r sin« coso? r= c 

sin (a: + «) = — 

r 

woran« fid& jwei fupplementäre SBerte tjon a; + « ergeben. 

®ie @lei<i&ung sin«; == asin(a — a?) wirb rebuciert, inbem man 

^ = i(« + /?) 

fefet, unb bie ©leid&ung sin^(a + /?) = asin|(a — /?) entwidfelt 

SWan erhält 

ft — — 1 

tang^/J = — -jtangia 

unb finbet barauä 2 um 180<^ üerfd^iebene SBerte t)on i/?, unb burd^ 
9lbbition berfelben ju i« bie SBurjeln ber gegebenen ©leid^ung. 

Um baj5 ©pftem (©aufe theoria motus 78) 

a;sin(a — y) z== a 
arsin(/9 — y) = h 

für a: unb i/ aufjulöfen, bilbe man 

sin(a -- y) + 8in(ß — y) = 28m^{a + ß — 2y)cosi{a — ß) = 
sin(a — y) — Bin{ß — y) = 2 cos|(a + ß—2y)sin^{a — ß) = 

unb barauiS burd^ 3)it)ifion 

tangi(a + /9 - 2y) = ^-—tangiC« — /?) 

jur S5ered6nung oon y, au& beffen SBert x fid) ergiebt. 



a: 

a — b 

X 



?(Iae6ro. 

3;ran«fcenbente ©leic^ungen, roe^e (td» auf alflebraifcfte nid^t 

cen laffen, finb j. S. a" + 6« = c, a- == tic + c, »;« =. a, 

ilogar + cxlogx = 0, cosa; = x, cotx = a;, tangx = :r, 

sina; = b, «. f. f. ^ ben aTigefü^tten goniomettifclien ©let- 
t bebeutet bte 3a(|l x ben älrcud eineiS äßinleU b. f). ita» 
IniS beiS eingefdiriebenen AteiäbogenS $um SlabiwS, obec ben 
)geii felbft, roemi bec JRabiujS eine Sänflenein^eit tft. ©enn ber 
Dintel y ©tob unb ben SKtcirö 3: ^ot, fo ift 



1 



180' 



= logy + 8,2419 — 10 



tnn ber ©entrimtntel y SDIinuten ^at, fo ift 



" 180.60 



logcc = logB + 6,4637 — 10 



:e Ballen log(ra : ISO) unb logCn : 180 . 60) merben in ben 
:n but$ logl" unb log 1' bejeic^net. 

2)ie realen SJutseln oon ©lei^ungen beltebiget Slrt fönnen 
er etforbetllc^cn ©enouigfeit beflrenjt loerben, raenn bie ®lei- 
i numetifd^ (numerales) finb b. l). wenn in i|nen unbeftimnite 
ni^i oortommen. Um ju etlennen, bei roeldien realen x bie 
le ^unftlon /(a:) nerfcbiDinbet, berei^iie man bie Slnfänge einet 
, welche neben realen x bie entfpret^enben SiBette /H enthält, 
nun in ber Tabelle auf ben aßert /{aj ein äöert /(i) oon ent= 
;fe|tem Se^en folgt, unb ß^e) uon f{a) ju /(b) jletig unb o^m 

übergebt, mä^renb x oon a ju i übergebt, fo l&at bie ©leictjung 
^ eine (unb ni^t me^r als eine, einfad&e ober rae^rfadde) 
X « unb 6 liegenbe SButjcl (§. 2, 4). Um biefe äßutjel enger 
renjeii, BerooUftänbige man bie Tabelle burc^ Serec^nung »on 
r ^erte oon x jmifi^en a unb b. SJiefe ülrbeit wirb roefentlic^ 
:rt unb auf baS 9iötigf)e befi^ränft buti$ älntoenbung ber regula 
m, roie bie atlgebriftcn beS löten unb löten Qa^rliunbertS gegeigt 

Sergl. ®uler Introd. I cap, 22. 3)ie gefugte ©iffecenj ber 
len ift nämlitl) um fo genouer proportional ber erforbertic^en 
ij ber gunltion, je fleiner bie leßtere SDiffeteuj ift (§. 2, 5). 

lifpiel 1- Um bie ©leic^ung 10" = 3;'* aufjulöfen, nimmt man 
arit^men beiber Seiten unb erhalt x = lologa;, lologx— a;=o. 
let man bie gunition lOlogrc — x burc^ y, unb bctec^et bie 
Don !/ für a; = 0, 1, 2, lüeliiie in ber nac^ftetienben SiibeUe 



X 


y 



1 


QO 

— 1 
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entl^aUen ftnb, fo crfennt man, bafe y t)er^ 
f(]&Tr)inbet bei etttent SBert tjon x jtotfd^en 1 
unb 2, ba§ ber Sitnberuttfl t)Ott y um 2,01 bie 
SÜnbetuttg t)ott x um l etttfptiiSt. 5Rad^ bet Sftegel 
^ I ^'^^ entfprid^t bann bet Anbetung t)on y um l bie 

ilnberung t)on a? um ungefäl^t 

2,01 "'^ 

S)emna(ä& betei^net man neue SBette non y, avA benen man etlennt, 
^ I y bafe y t)erfd&n)inbet bei einem SBert pon x jmifd&en 

1,4 unb 1,3; ba§ ber Anbetung t)on y um 



1,4 
1,3 



0,061 Q221 bie Säuberung Don x um 0,1 entfptid^t. 
— 0,160 2t^,j entf^)rid&t bet Anbetung non y \xm 0,061 



bie Anbetung non x um 

0,1 . 0,0 61 

0,221 



= 0,028 



meld&e auf a? = i,4 — 0,028 = 1,372 l^injeigt 9lun beted^net man 

neue SDBette t)on y, weld^e ju etlennen geben, bafe y Detfd^ioinbet bei 

^ I einem SBett t)on x jwifd^en 1,372 unb 1,371, 

bafe bet Anbetung t)on y um 0,0021 bie 



1,372 

1,371 



0,0015 sStnbetung t)on x rxyx 0,001 entfptid6t. %tm^ 
— 0,0006 ^^^j^ entfptid&t bet tnbetung tjon y um 0,0006 



bie ainbetung t)on a? um 

0,001 . 0,0006 
0,0021 



= 0,0003 



n)el(3^e x = 1,3713 al8 bie gefud^te SButjel anjelgt. 3^ gtöfeetet 
ännäl^etung fttl&ten auÄfü^tlid^ete 3;abeEen bet Sogatit|men. S)ie Sln«^ 
näl^etung an bie SButjel i^ befd^teunigt: au« ben tid^tigen ©teilen bet 
SfButjel finbet man butd& eine Dpetation bie nai&e gleid^e SRenge fol^ 
genbet ©teUen. 

Seifpiel 2. 3)ie ©leid^ung 5* + 6* = 7a?2 ^at eine SButjel 
jwifd^en unb — 1, benn 5* + 6* — 7a;2 i^at filt a? = ben SaSett 
2, füt ar = — 1 ben aBett — 6^. ©efet man 

log (5* + 6*) — loga?2 — log 7 = y 

fo etplt man folgenbe^S ©^jlem: 

ea^et. I. 7. 9(ufl. 19 



X 


y 


— 0,3 


0,2803 


-0,4 


— 0,0434 


— 0,387 


— 0,0050 


— 0,3853 


0,0002 



y 


z 


45» 


0,0456 


40» 


— 0,0403 


42» 20' 


— 0,0003 


42» 21' 


0,0000 
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9)amtt y Derfd^tDtnbet, ifi bie 93attable uott 

-0,4 nad) -0,3 um -^^ = 0,013 

ju öttberit. gemer tfl x tjon —0,4 

nad& -0,387 yxm ^^^^ = 0,0017 

JU ättbem, rooburd^ man eine SBut^el bet flegebenen ©leid&ung jioifd&en 
— 0,3853 unb — 0,3852 finbet. , 

Seifpiel 3. Um bie ©leid^ung cosa? = x auftulöfen, fe|e man | 
logo: — logcosa? = z. Untet S^i^^^wng be« SBäinlel« y (3) finbet 1 
man folgenbeiS ©pftem: 

5Det Sfßinfel ifi t)on 45« nad& 40<> um 

^~^ = 20,33 JU änbem, bamit z oet^ 

fd&minbet, u. f. m. Slu5 bem lefeten SBert ' 
t)on y mltb bet gefud^te SBert t)on x be^ 
ted^net 

Seijpiel 4. SBenn eine SSetfotgung^anftalt p $rocent iäl^rli<5 ju 
lapitalifietenbe Si^fen bered^net unb 100 Oulben gegen eine 35idlötige 

Slente oon 6 ©ulben ja^It, fo ijt -(i — 1,0/?»^) = l («Bg. SCrit^m. 

p 

§. 22, 6). ©efet man log6 + log(l — 1,0/?-^) — log/? = y, fo 
etgiebt ftd^ eine reale SButjel bet ©leid^ung au8 folgenbem Softem: 

S)amit y oetfi^winbet, l^at man p t)on 5 nad^ 4 

um ^^ = 0,13 JU änbetn; fetnet t)on 4,86 

nad^ 4,87 um -^^ == 0,002. S)ie gefud&te 
SButjel l&at bemnadö ben SOSett 4,862. 

ipierl^ev gel^drt aud^ ®auB' ^uflöfung ber trtnomifAen (S(Ieic&unaen (^eittftae 
8ur ^^corie ber algcör. ®lcic§. 1849. ®ött. Siai^anbl. IV. SOßerfe 3 p. 85). 

5* Sei algebtaifd^en ©leid^ungen läfet fid& fiatt bet t)otlgen aUge* 
meinen ajlet^obe eine bettäd^tlii^ einfad^ete anroenben, weld&eStemton 
(»rief an Dlbenbutg 1676 3un. 13, auÄfil^tUd^et im Anfang bet 

methodus fluxionum) gelel&tt l^at. 

Statt einet übet 10 bettagenben SBSutjel fann i^t lOtet, lOOtet, . . 
SCeil gefud^t toetben (§. 7, l), fo ba^ näd^ft htn ©inetn bet SEButjel ■ 
ein ed^tet S3tud^ but(^ 3;tangfotmationen bet gegebenen ©leid&ung ju 1 
beftimmen bleibt. ^ 



p 


y 


4 


0,0492 


5 


- 0,0076 


4,87 


— 0,0005 


4,86 


0,0001 
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Seifplel 1. y = a?3 — 2a: — 5 gel^t ^u^ ^^^ $Reflatioen in« 
5ßoftttoe, Toäl^renb x von 2 big 3 fteigt. Sllfo l^at bie ©leid&ung y = 
eine reale SButjel x = 2 + p, wobei i? einen naiver ju beted^nenben 
pofititjen ed^ten SBrud^ bebeutet. S)tttd& bie ©ubftitution x = 2+p ftnbet 
man (nad& bem §. 1, 2 angezeigten SSerfal&ren) bie erfte 3:;tan«formierte 

y = — 1 + lOp + ßp^ + p^ 

beten StnfangSglieber ilbermiegen. Um ben SBett t)on p ju berechnen, 
bei melcä^em y = wirb, mad&t man ben SSerfud^ 

— 1 + lOp = 0, /> = 0,1 . ., 6p2 + . . = 0,06 . . 
fo bafe bei unjtd^ern ^unbetteln be« ©it)ibenben 

;? = 1,0 . . : 10 = 0,1 + ä' 

gefegt wirb, ^x^ biefe ©ubflitution finbet man bie jroeite a;ran8^ 
formierte 

y = 0,061 + 11,23^ + 6,3^2 _^ ^3 

»er SBerfud^ 0,061 + 11,23^ =0, q = — 0,005 . .,6,3^2 _|_ 
= 0,0001 . . giebt bei unfid&ern S^^&^taufenbteln be« 5Dioibenben 

q = — 0,061 . . : 11,23 = — 0,0054 + r 

2)ur(3^ biefe ©ubftitution finbet man bie britte S^ranaformierte, unb 
jwar abgefürjt, inbem man bie 5ßotenjen tjon q nad^ fteigenben 5ßotenjen 
von r entwidfelt, 

y = 0,061 

— 0,060642 + ll,23r 

+ 0,000183708— 0,0680r * 

— 0,000000157 + 0,0001r » 
0,000541551 + lM621r # 

©er SSerfud^ 0,000541551 + ll,1621r = O giebt r = — 0,000048516. 
aifo ift 

X = 2,1 

— 0,0054 

— 0,000048516 
2,094551484 

Seifpiel 2. y = x^ — 6x — io gel^t au8 bem SRegatioen in« 
^ofitioe, TOft^renb x von l bi« 2 fteigt. aifo l&at bie ©leid^ung y = 
bie aSBuT^el x = 2 + p. S3urd& biefe ©ubftitution finbet man bie 
erfte a;ran«formierte 

y = 10 + 74i^+ 80/?2 + 40^^ + 10;?* + p^ 

19* 



SD« ajetfuc^ 10 + 74p = glebt p = — 0,13 mit flertnger 21n= 
n%nmg, roeil 80p* + ..=-= 1,3 .. . Stutc^ ben aSwfu* 10 + 74p + 
80p* = finbet mon ben flenauetn aßert p = — 0,16 . . nebp 
41^» -: . . = — 0,16 . . . ®at(« bUbct mon buw^ bie ©ubftitution 
P = ~ 0,16 + g bie jnieite 3:ran«fonniette ttbgcHlijt 

j — 10 

— 11,84 + 74y 

+ 2,048 — 25,6g + 80s' 

— 0,16384 + 3,072« — 19,2j' . 
+ 0,0065536 — 0,1638« + Wj' • 

— 0,0001048 + 0,00 33; . • 

0,0506088 + 51,3114« + 62,3}' • 

»et Sietlu* 0,050 . . + 51, . . « — jiebt 

q 0,001 . . unb 62,3«' + . . = 0,00006 . . 

9lMo fe|t man 

« — — 0,0506 : 51,3 — — 0,000986 + r 
unb bilbet bie btitte 3:ran«formtette 
J = 0,0506088 

— 0,0605930 + 51,3r 

+ 0,0000604- 0,lr 

0,0000762 + 51,2r 

—"•■■-' " -ieti(Sn)inbet «o^et ifl 



+ 7 »etfd&iDinbet (meimal, wä^rcnh 
e Subflttutlon i — 1,5 + p etliätt 

0,25p + 4,5p' + p" 
= giebt p = 0,2 unb —0,14. 
= 0,2 + 5 et^ätt nion 

,67« + 5,1«' + «■ 
siebt 
+ r, »eil 5,1«' + . . = 0,0003 . . 
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2lu« ben XtattÄformierten 

y = — 0,000034112 + 1,588 592r + 5,076r2 + r^ 

fd^lielt man 

r = 0,00003411 : 1,5886 = 0,00002148 
X = 1,69202148 

IL 5Dutd^ bie ©ubflitutiott p = — 0,14 + q etftält matt 

y = — 0,004544 — 1,4512^ + 4,08^2 + g3 

S)er Serfud^ — 0,004544 — l,45l25f = giebt 

^ = — 0,0045 : 1,45 = — 0,0031, toetl 4,08g'2 + . . = 0,00003 . . 

X = 1,3569 

Seifpiel 4. ea?» — 141a; + 263 t)erf(i&tt)ittbet jttjeimal, to%eitb 
X von 2 bi« 3 [tetflt S)utd& bie ©ubftitutiott a? = 2,8 +/? erl^ält matt 

y == — 0,088 + 0,12p + 50,4i)2 + Qp^ 

S)er aSerfudö — 0,088 + 0,12p + 50,4/? ^ == o giebt p = 0,03 uttb 
— 0,05. 

I. S)ttrd& bie ©ubftituttott p == 0,03 + g etl^ält matt 

y = _ 0,038878 + 3,1602g + 50,94^2 ^ g^s 

S)et a3erfu(i& — 0,038878 + 3,l602g = giebt itur 

q = 0,01 + r, Toeil 50,94^2 + . . = 0,005 . . 

StuÄ bet 3;ratt3formierteti 

y= — 0,002176 + 4,1808r + 51,12r2 + ör» 

folgt r «= 0,0005, toeil 51,12r2 + . . = 0,00001 ... S)ie ttäd&fte 
Xrattäformierte 

y = — 0,00007281925 + 4,2319245« + 51,129^2 + g^a 
giebt s = 0,00001721, tDeil 51,1*2 +..==, 0,000000005 . ., fo bafe 

a; = 2,84051721 

n. ^ux6) bie ©ubfiitutiott ^ = — o,05 + 5' erl^ält matt 

y = 0,03125 — 4,875(/ + 49,5g2 + 6^^ 

©ietau« folgt g = 0,007 + r, toeil 49,5g2 + . . = 0,002 ... 3)ie 
ttäd^jle 2;rait8formierte 

y = — 0,000447442 — 4,181 118r + 49,626r2 + 6r3 

giebt r = — 0,000107, töeil 49,6r2 + . . = 0,0000005 . ., fo bafe 

X = 2,756893 

^nmer!ung. 3ltroion^ äßetl^obe |^at burdj @uUr, Sagtange u. a. eine 
angeblidj einfadjere S)arfteIIung etljalten, mbem man für bie ^orreltionen p, g, . . 
eine aKgemeine t^ormel auffteUte. 9lur biefe in ber $raj^g mübet)oaere ^arfteUung 
wirb von ben ©inwenbungen getroffen, weldje Sagrange (Mem. de Berlin 1767 
p. 311 , Trait^ des ^quat. Note Y ) aegen bie 9len)tonfd^e S'tetl^obe erl^oBen l^ot 
SBergl. ben ^uffat beg äSerf. in ben £etp}iger SBerid^ten 1866 p. 358. 
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35ie bcfd^leunlflte Slnnä^erung, rodii)t gfleroton« 3Retl^obe gc= 
loäl^rt, Toirb nid&t in gleid^er aSeifc gcleipet bnxä) SB. ®. ißortter^ 
(Philos. Trans. 1819 p. 308) unb ttJ&nlid&e SWet^obert j. 35. Obftrcil 
^Ptogtamm %t^^tn 1878: 

SOSenn x^ + Ax = B unb x ble pofttioe ©ecimaljal^l a, 6 . . ijt, 
fo finbet man 

a avi^ B : Ä bei popttoem Sftefl ß — (« + ^)a 

5 aus ^ — (a + ^)a : (2a + A) 

u. f. tu., weil (a + ^)2 + ^(a + j) = J5, folglid^ 

^2 + h(2a + A) = B'-'{a + A)a 

SBetttt a;^ + Ax^ + Bx = C, fo finbet man 
a aus CtB 

b an& C — {a^ + aA + B)a : (3a2 + 2aA + B) 

u. f. w., weil (a + 6)3 + A{a + ly + B(a + 6) = o, folglidd 

6» -I- h\Za + il) + 6(3a2 + 2a^ + ^) = C — (a2 + a^ + ^)a. 
U. f. XO. 

®te realen Sffiurjeln einer ©leid^ung für o: finb grap|itfd& benimmt 
TOorben (feit Slrd&imebe«) als bie Slbfciffen ber gemeinfd^aftlid^en fünfte 
t)on pei fonftruierten Äuroen. g. S. bie Oleid^ung 

ift bie giefultante beS ©pftemS 

aWan jeid^net bie Sinte y = a;^ für alle gälle. S)ie ©leid^ung ber 
anbern Sinie iji für x jioeiten ©rabeS. SSergl. 5Ren)ton Enumeratio VII. 



§. 9. SSefonbere 3luflöfung unbeftimmter 

©leid^ungen. 

«^el« 8§. 77-80.) 

1* 6ine unbeftimmte ©leid&ung ober ein unbeftimmte« ©gftem 
t)on ®lei(ä^utigen l&at unenblit^ t)iele Söfungen (§. 5). SJBenn in«be^ 
fonbere bie ©oefficienten ber ©leicä^ungen ganje (rationale) ^<äi\tn finb, 
fo entfielet bie ?frage, burd^ weld&e ganje (rationale) SBerte ber Unbe^ 
fannten ben ©leicä^ungen genügt werben fann (S)iop5Äntif(ä^e 2luf^ 
gäbe). S)ie Beantwortung biefer S^age ift ber ©egenftanb ber unbe= 








§. 9. »efonberc 2(uflöfun9 unbcftimmtcr Gleichungen. 295 

ftimtnten Slnal^tif (analyse indeterminee), weld^e mit bet l^öl^erert 
SKritl^mettf (Sal^leitlel^re) im engften Swfammenl^atifle ftel^t. 

2. SBäenn a unb b flanje 3^^^^ unb pttm gu einanbet finb, fo 
lajfen fid^ unenblid^ t)lele ©^fteme ganjer S^¥^^ ^f y Ättgeben, bte 
ber linearen ©letd&ung ax -\- hy = c genügen. SDlan bllbe nad^ 
bem SRobul h bte Slefte ben ^(äM^ c, c — a, c — la, .., 
c — (6 — i)a. 5Diefe b Slefte finb t)on einanbet t)erfd^ieben (Slttg. 
Sltitl&m. §. 13, 19) unb getinger afö b, alfo mu6 einet betfelben fein. 
^ai c — ax nad^ bem SRobul b ben 9left 0, fo ift bet Quotient eine 
ganje ^al^l y, SBenn abet x unb y bet gegebenen ©leid^ung genügen, 
fo genügen il^t au(^ x -{- bz unb y — az, meil 

a(x -^ bz) -{■ b(y — az) ^= ax -\- by = c 

SEBenn d bet gtöfete gemeinfd&aftlid^e SJioifot bet B^^Ien a unb b 
ift, fo giebt eS feine ganjen 3^^!^^ ^ unb y, welche bet ®leid&ung 
ax + by = c genügen, aufeet in bem gatte, ba^ au(3& c butd^ d 
teilbat ift. S33enn nun x unb y bet gegebenen ©leid^ung genügen, fo 

genügen il^t au(5 ^ + "J -^ ^^^ ^ "~ d" ^' ^^^ ^* ^^^^* ^ 3Bette t)on 

a:, bie nad^ bem Sülobul b infongtuent finb, unb ebenfooiel nad^ bem 
ajlobul a infongtuente SBette oon y. 

3* Um bie ©leid^ung oa? + 6y = c in gangen 3^^^^^ aufju-» 
löfen, TOäl^lt man, menn a ptim ju 6 unb « < 6, bie 2lnotbnung 
flrx = c — by, motauÄ butd^ S)iT)ifion 

X = d — ey -\- ^^—^— 

folgt. SBBeil abet q — a^y butd^ a teilbat fein foH, fo fe|t man 

c\ — «jy = ^Vi «ly = q — ap 
unb finbet miebetum butd^ ©ioifion 

mobei cj — ajp butdd a^ teilbat fein foll, u. f. m. 3)ie Slleil^e bet 
SRefte ai, a2, . . fäCt bi8 auf 1 ^etab (aUg. Sltit^m. §. 13, 3), unb 
babei ge^t bie Sfteil^e bet etfotbetlid^en ©ubjWtutionen ju ®nbe. S)utd^ 
einen befonbern SBett bet legten ttnbeftimmten metben bann alle oot«* 
au3ge^enben Unbeftimmten auiSgebtüdtt. S)ie ainjal^l bet Dioifionen 
roitb möglid^ft Hein, wenn man bie Ileinften (nad^ SJeflnben negatioen) 
SRefte gebtaud&t. 
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Hlgebro« 



»eifpiel 1. 

Ix = 



1000 — 2Ay X = 143 — 3^^ — 



3y+ 1 



= o« _i. P — ^ 



3y = — 1 + 7/? y = 2p + 

3tt«befonbete ift j? = l, y == 2, a: = 136, olfo angemein (2) 

a; = 136 — 24g, y = 2 + lq 

xooxxn q jcbc ganjc Sa\)l (pojttto ober negatio) bebeutet. 

S3eifpiel 2. Um 243 in 2 Slleile ju teilen, von benen ber eine 
butd^ 24, bet anbete burd^ 65 teilbar ifi, fe|e man ben erflen S^eil 
= 24a:, ben jmeiten Seil = 65y, unb 24a: + 65^^ = 243. 



24a: == 243 — 65y 

7y = 3(— 1 + Sp) 



a: = 10 — 3y + 



7.V + 3 



24 



y = 3(/? + 



p -r 



p = 1 + 7q 

gür 5 = erl^ält man p = 1, y = 3, x = 2, folglid^ überl^aupt 

y = 3 + 24^, X = 2 — Qbq 

S)ie vorgelegte Slufgabe l^at nur eine Sluflöfung in pofitioen ganjen 
3al^len. SJlit blefer Slufgabe trifft bie gorberung jufammen, ben S3rud^ 

243 

24~~65 *^ ^^^ Summe oon jmei Srüd^en ju jerlegen, beten Jlenner 65 
unb 24 pnb. 



S3eifpiel 3. Um bie Söl&len ju finben, meldte naä) bem SRobul 
27 ben 9lejl 14, nad^ bem SlRobul 37 ben 9left 25 l^aben, fe|e man 

27a: + 14 = 37y + 25. 

lOy + 11 



27a: = 11 + 37y 
iOy = — 11 + 27p 
3p = — 1 + lOg 



X = y + 



27 



y = — 1 + 3p — 

P = 3$ H ^— 



^+1 
lö 



q = i -]- 3r 

gut r = erl^ält man g = l, p = 3, y == 7, x = lo, alfo 
übetl&aupt 

y = 7 H- 27r, a: = 10 + 37r 
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S)ie gefud^ten S^iW^ P«t> 

37(7 + 27r) + 25 = 27(10 + 37r) + 14 == 284 + 999r 

4* S)ie jur Sluflöfung ber ©leid^ung ax — by = c gebilbete 
Äette von ©leld^ungen 

ax = by -\- c x ,= ^y + /> 

a^y =^ ap + c y = e^p + q 

<hP =" ^i9 + c P = e^q + r 



betul^t auf bet Äette von ©leld^uttflen 

b = ae + öj 



burc^ weld^e ber Srud& a : 6 in einen Äettenbrud^ fo entroidelt wirb, 
bafe bie 3ä^l^^ ^^'^ ©lieber poritit)e ober negatiue ©inl^eiten finb. 3ft 
nun j. S. «3 eine (Sinl^eit, fo fann man r == o wäl^len unb erhalt 
bie befonbem SBerte q, p\ y, x für q, p^ y, x oon ber Slrt, bafe 

i,- = -l ^ = .1 4- A y, ==, JL 1. ± 4- i- 

/ «2 ' y' ^1 e?2 ' o;' "^ c e^ «2 

Salier ift ber lefete ^Räl^erunggbrucä^ - für ben Äettenbrud^ 

_«_ = ± + A4.J. + A. 

b e e^ 62 02 

ein befonberer SSJert t)on ---. 3n ber SC^at l^at man unter biefer SSor^ 
au«fe|ung (3lUgem. Slritl^m. §. 30, 4) 

afx — bl = €f «2 ==:; i 
a . fic/A — ^ . icÄ = c 

Sllfo genügen ber gegebenen ©leid^ung bie SBerte*) 

X = €cfi '■\' bZf y == 6cl + az 

*) 2)ic SCuflöfung ber ©leid^ung aa?±6y = 1 in ganacn 3<*'5!l««' ^i^ elcmcn? 
tarfte unter ben S^iopl^antifd^en Aufgaben, ift in ben übrig gebliebenen ©cbriften 
3)io|)]^ant§ nid^t anzutreffen, fonbem im Dccibent juerft von 33a(§et (problemes 
plaisans 1624) gegeben worben. 9)'?it ^ad^et^ ^ufl(5fung fäQt in ber ^auptfad^e 
©ulerä Sluflöfung jufammen (Comm. Petrop. 7 p. 46), welche oben (3) mitgeteilt 
ift unb bie ^orjüae ber @infa(|beit unb ^ürje in fid^ t)ereint. ^ie ^arfteUung ber 
Sluflöfung burd^ Äettenbrüd^e (4) l^at Sagrange (Mem. de BerKn 1767 p. 175) 
gelehrt. SSergl. bie frana. Sluägabe von @ulerä Sllgebra, 2t)on 1795, unb ®au6 
Disq. arithm. 27 ff. S)ie Slnwenbung beg germatf^en ©afteg ift t)on Sinet 1831 
erbadjt (J. de Tecole polyt. Cah. 20 p. 289). 
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SBenn a ptim pi b, unb toenn eS s Sa^itn giebt, toelc^e Heiner aU b unb 
prim )u b ftnb, fo ifi «■ — I burc^ b teilbar («ngem, «rtt§m. §. 13, 21). Sftun 
ift ibenafd^ 

aa*-^ — 6 ^' ~ ^ = 1 



acar '^ — bc r = c 

b 

folglidj aar — fey «= c, toenti überl^aupt 

a; = ca*"* -\^ b^, y == c r — + az 

5* S)aÄ @9fieni tjoti ©leid^ungen 

au = b -i- ex 



ift itt gattictt Qa^ltn nur bann auflöj^bat; roenn a unb c, «, unb c,, 
«2 unb C2, .. ptitn ju einanber finb. SBenn ble S<^^^ " ^^^i gecje^ 
benctt ©pjicm Genügt, unb wenn d ben fleinften gemeinjc^aftlid^ett 
S)imbuu^ ber S^^l^u c, ci, c^, .. bebeutet, unb v eine wilHürli^e 
3<»^l/ f<> genügt aud^ w + rft? bemfelben Supern. 3)enn nad^ ber SSor* 
auSfe|ung ifl au — ft burd^ c teilbat, a^w — 5, butd() q teilbat, 
u. f. n). Sllfo ifl aud^ au -\-adv — b butdö c teilbat, a^u^ -\' a^dv — *i 
but(ä6 cj teilbat, u. f. n). 

3lu2 bet etften ©leid^ung finbet man v = a + q?. ©utd^ biefe 
©ubftttution etplt man bie gmeite ®lei(^ung 

ca^p = 6^ — aa^ + c^y 

wenn 6^ bet gtöfete gemeinfd&aftlid^e S)it)ijot non c unb c, ift. 5i)ut(| 
biefe ©ubjlitution etplt man bie btitte ©leid^ung 

cj^a^q = 62 "— «i«2 + <1J^ 



wenn ^2 bet gtöfete gemeinf(ä&aftlid^e ©ioifot von c^ unb C2 ift 

U. f. TO. 
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»eifpiel 1. 5J)te gal^l u foB fo bejiimmt toerben, bafe 121« 
nad^ bcm SRobul 504 ben SReft 41, 9m mii bem SWobul 35 ben SReft 
— 1, 27u tiadö l>em 3Robul 16 ben 9ftefi U fliebt 

SRutt ift 504 = 8 . 9 . 7, 35 = 7 . 5; alfo fott 121m — 41 

but(ä& 8, 9, 7, fetner 9« + i butd^ 7,5, enbltd^ 27m — ii burd^ 16 
teilbar jeln. S)lefe gorberungen rebucieren ftd^ auf folgenbe: 

M — 1 foll burd^ 8, tt + 1 burdö 9, 2m + l burd^ 7 teilbar fein; 

2m + 1 fott burd^ 7, M — 1 burdö 5 teilbar fein; 

M — 1 foll burd^ 16 teilbar fein. 

Da nun m ber aiufgabe genüflt, wenn m — i burd^ 80, m + i burd^ 9, 
2m + 1 burd^ 7 teilbar Ift, fo fefee man 

M = 1 + 80a: 

M = — 1 + 9y 

2m = — 1 + Iz 

3)le erpe blefer ©leld^ungen brandet nld^t erP aufgelöft ju werben, unb 
man l^at fogleld^ 

92^ = 2 + 80.r y = ^x — ^^ 
a; = 2 + 9/> u = 161 + 720p 

2)lefe ©ubftttutlon glebt 

2/7—1 



Iz = 323 + 1440p z = ... - 
2p = \^lq 2> = 3g + 



7 

g+1 



2 

S' = — 1 + 2r 

SBenn r = o, fo Ift g = — 1, /? = — 3, m = - 1999; alfo 
überl&aupt m = — 1999 + 5040p. 

»elfplel 2. 2)amlt ble gal^l u nad& bem 3Robul 9 ben SReft 5 
ober — 4, nad^ bem SKobul 10 ben Sftejl 9 ober — l glebt, unb burd^ 
11 teilbar \% fe|e man 

M = — 4 + 9a: 
M == — 1 + JOy 
M = Wz 

S)emnad& Ijl 

9a: = 3 + lOy, a: = y + ?^^ 

y = — 3 + 9i7 

SJBenn p = o, fo Ift y = — 3, m = — 31; alfo überl^aupt 

M = — 31 + 902 



i: - 
' t 

* ■ 



1 
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S)iefe ©ubftttution fltebt 

lU = — 31 + 90p, 2 = . . . + 2^-i^ 

P = -- 1 + ll</ 
SHJertn q ^ 0, fo ijl ;? = — l, u = — 121, alfo ilberl^aupt 

w = — 121 + 9905^ 

6» Um ein öpftem oon w linearen ©leid^ungen mit w + 1 Un^ 
befannten in ganzen S^W'^ au^ulöfen, l^at man naä) Elimination t)on 
m — i Unbefannten eine ©leid^ung mit 2 Unbelannten abjuleiten. 
S)ie butd^ Sluflöfung biefer ©leid^ung gefunbenen SBerte bet belben 
Unbetonnten metben in eine ber abgeleiteten ®Ieid&ungen jubjtttuiert, 
meldte aufeet ienen beiben Unbefannten eine anbete Unbelannte entl&ält 
SDie burc^ Sluflöfung biefer ®leid&ung gefunbenen SBerte ber brei Un^ 
befannten werben mieberum fubfiituiert. U. f. m. 

Seifpiel 1. 5lu3 ben ©leid^ungen 

3a; + by + Iz = 560 
9a; + 25^ + 492^ = 2920 

ergiebt fid& burc^ (Elimination t)on z 

hy == 500 — 6a:, t/ = 100 — a; — I 

5 

X = f>p, y = 100 — 6p 

S5ur(3& biefe ©ubfiitution erplt man au3 ber erflen gegebenen ©leld^ung 

Iz = 15(4 + p), z = 15^^ 

p = — 4 + 73» 

folglid^ genügen bem gegebenen ©pfiem 

a; = — 20 + 35g, y = 124 — 42^, z = Ibq 

mit pofitipen SBSerten, wenn g = l, 2. 
S3eifpiel 2. 3lu3 ben ©leid^ungen 

4u + 13a; + by — 2z = 2559 

— 5u + 8oc + ly + Zz = 1595 

— 7m + IIa; — 3y + 5-^ = 2157 

finbet man bie abgeleiteten ®lei(3&ungen 

97a; + 53y + 2z = 19175 

135a; + 23y + ßz = 2 6541 

39a; + 34y == 7746 



k 
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S)ie lefete ©letd^ung giebt burd& bte ©ubfHtutton x = 2p, y = Sq 

13i? = 1291 — 17g, 2? = 99 — g — 4^^ 

^r = 1 4- i3r 

SBei r = ifi g = 1, ^ = 98, alfo übetl&aupt 

a; = 196 — dir, y = 3 + 39r 

S)urd6 biefe ©ubflltution erl^dlt man a\xS bet er ftett abgeleitetert ©leld&ung 

2z = A + 1231r, r = 2« 

folgm 

ar = 196 — 685, y = 3 + 78«, z = 2 + 12315 

S)utd& biefe ©ubjlitutiott giebt ble etjie gegebene ®lei(§ung 

4m — 29565 = 0, u == 7395 

S)a« gegebene ©pjiem J^at pojtttoe Sluflöfungen bei 5 = i, 2. 

7. ©ine lineare ©leid&ung mit m Unbelannten ift in ganjen S^i^len 
auflösbar; wenn bie ©oefftcienten ber Unbefannten prim ju elnanber 
finb. S)ie Sffierte ber Unbelannten werben mit ^ilfe t)on m — 1 Un*» 
beftimmten bargejiettt. 

Seifpiel 1. bx + ly + Sz = 50. • 

2y + dz 



5a? = 50 — 7y — 8-2, a? = 10 — y — z - 
2y = — 3^ + 5/?, y == — -2 + 2p — 



5 

z—p 



2 

z = p + 2q, y = p — dq, a? = 10 — 3p + g 

aBenn x, y, z pofttit) ftnb, fo finb a? + 3^ = 10 + 7^ unb a; + 3y 

= 10 — 85 pofitit), 5 liegt pifd&en — y unb + -g- unb l&at bie 

aBerte — l, 0, 1. S3ei g = l, p > 3 wirb a? negatit). Sllfo finbet 
man pofitiue Sluflöfungen ber gegebenen ©leid^ung bei 

5 = — 1 p = 

q = p = 1, 2, 3 

SBeifpiel 2. 15a: + 6y + 20-? = 171. 
6y = 171 — 15« — 20«, y = 28 — 2ar — 3r — ^^ 

2z = 3 — 3« + 6p « = 3('p — ^^) 
a; = 1 + 2g, z = Zp — iq, y = 26 + Sg — 10p 
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9Uge(ra. 



S)ie flegebene ©leid&ung Ijiat pofitwe aufWfuttgen, Toenn x = i + 2q 
unb y ^ -ö^ ™ ^^ ~ ^^ pofitio finb, alfo g jtolfd^ert — ^ unb 
+ ^ liegt uttb bie SBerte 0, 1, 2, 3, 4, 5 l^at «el ^ > 3 wirb 
z ober y negatit). snfo finbet man poftttoe Sluflofungen bei 



9 
P 




1 




2 



1 
2 



1 
3 



2 
3 



3 
4 



8* Um ganje x ju finben, meld&en ganje SBerte ber gebrod&nen 
gunition 

y = - 



entfpred^en, entioidelt man 



ax-^- h 



a^y 



= €LCX + od hc -\- 



a^e + It^c — abd 
ax'\-h ' '" ' ax-\-h 

fo bafe 

(a^y — acx — ad -{■ hc)(ax + 5) == a^e + h'^c — ahd 

3fl nun a^e '\'h^c — ahd butd& S^ll^tt bet gorm aa? + 6 teilbar, 
fo ift fie aud& burd6 3^1^^ i^^t Sotm o^y — oca? — ad + ftc teil^ 
bat. 3Ran l&at bemnad^ unter ben S)lt)iforen oon a'^e + b^c — abd 
biejenigen auÄjufud^en, welche bie gorm ax + b fjdbtn, ober unter ben 
3a^len ber gorm ax + b biejenigen, weld&e in a^e + bh — abd 
aufgel^n. 

a?2 + 2a? + 29 



»eifpiel 1. y = 



X — 3 



aWan finbet naä) ber »ioijion (y + a: + i)(a? — 3) = 26, folglid^ 



a; — 3 

y + X + 1 



1 2 
26 13 



13 
2 



26 
1 



— 1—2—13 —26 

— 26 —13 —2—1 



X 

y 



4 

21 



5 

7 



16 29 
15 —29 



2 

29 



1 
15 



— 10 —23 
7 21 



»eifpiel 2. y = 



2a: +18 



5a? — 3 
giebt (5y — 2) (5a? — 3) = 96, folglid& 



5a?— 3 
5.V-2 

X 

y 



2 

48 



12 

8 



32—3 



8 



1 
10 



3 
2 



3 —32 —12 

7 0—1—9 
1—6—2 



— 48 

— 2 
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»eifpiel 3. y = g±i 
giebt (4y — 6a; + 3)(2x + i) = 7, folflHd& 



.2a? + 1 
4y — 6a? + 3 



0? 



1 7—1—7 

7 1—7-1 

3—1—4 

1 4—4—7 



9. Um ble ©leid^ung*) 0:2 + ^2 =\g2 [^ ganjen 2fi^\iXi auf* 
julöfen, je|e man 

^2 + u2 = (^ + i;)2 

TDoburd^ man 

1^2 — ^2 1^2 _1_ 1,2 

^ = TT , t + t? = ^ 

2i? ' 2v 

flnbet. S)emnad^ finb bei rationalen u unb » 

«2 — 2;2 ^2 _|_ |;2 
1^ 

2i? ' ' 2v 

rationale SBerte t)on a?, y, z, roeld^e ber gegebenen ©leicä^ung genügen. 
S)iefe SEBerte genügen ber gegebenen ©leid&ung aud^ bann, wenn man 
fie mit 2t? multipUciert l&at; alfo finb bei ganjen « unb v 

1*2 — ^2^ 2uv f u2 -|- 172 

ganje ^(äiim, roeld^e ber gegebenen ©leid^ung genügen. 

^aben u unb v ben gemeinfd&aftUd^en S)it)ifor m, jo l&aben u2 — 1;2^ 
2mv, u2 4- 1?2 ben gemeinfd&aftUd&en SJimfor m^. 

©inb u unb v ungerabe, fo ftnb u2 unb »2 ungerabe, m2 + v^ 
gerabe, unb 1*2 — ^2 {^^^(j^ g teilbar, folglid^ bie SBJerte vm oc, y, z 
burd^ 2 teilbar. 

Um alfo aOäerte von x, y, z ju erl^alten, weld^e einen gemein^^ 
fd^aftli<]^en S)it)ifor nid^t l^aben, mäl^lt man für u unb v SBerte, meldte 
prim ju einanber unb nid^t beibe ungerabe finb; j. 39. 



*) %xt ^^tl^agoreifd^e ©(eid^ung, beten ^uflöfung Eucl. X, 29. Lemma 1 axn 

gegeben ift. SSergL (SJrunett Slrd^b t. 56. 2)a^ bie ©leid^ung x^-^-y^ =- «"* für 
n > 2 in ganzen ^oü/iza nid^t auflösbar fei, ba( alfo bie @umme von )n)ei nten 
^otenjen eine nit ^sotenj nid^t fein fönne, l^at germat bemerft (Observ. ad Dioph. 
Arithm. II, 8). @in aKgemetner 9en)eiS biefer ^emerfung ifi sur S^t nid^t befannt. 



5 


7 . 


4 


8 


10 . 


21 


45 


7 


55 


91 . 


20 


28 . 


. 24 


48 


60 . 


29 


53 . 


. 25 


73 


109 . 



nait auc^ u unb v toä^leit mag, \o ifl eine bec ^a^Un x, y 
ne berfelben butdi 4, feinet eine ber %<>^vn x, y, a burc^ 5 
t^in ba« 5PtobuIt xyz burif) 60 teilbar*). 

;ig. 3tad& bem 3)Iobul 3 toitgruieren bic ^n^'^tn mit einer 

i 0, +1, unb bte Duabrate mit 0, i. 3ft nun webet « 

tij 3 teilbar, fo ift «^ — «^ bur* 3 teilbar. 

: V ober V getabe ift, \o ifi 2uu burd^ 4 teilbar. Senn « 

be ungerabc iinb, fo fittb x, y, t burd& 2 teilbar, unb \x 

ilbar. 

bem SOlobut 5 tongruieten bie Sd^Un mit einer ber 3«^len 

VI, unb bie Duabrate mit 0, 1, — 1. SSP nwi raeber u 

tdd 5 teilbar, fo ift entroeber «^ — 1>* ober «* + r^ burd& 



®ie 55onneI a -\-hx -\- cx^ lann bei rationalen äußerten won 
tbebingt ein Duabtat roerbcn"). SBenn ober tniSbefonbere 
in Duabrat ift, obet roenn bie J^ormel alä ein $robuK pq, 
in aSinomium v"^ + gr barfteübar ifl, mobei p, q, r gunt- 
. X etften ®rabe« bebeuten, fo finbet man geeignete rationale 
1 X auf folgenbem Sege. 
; a = «2, fo fege man a^ + bx + ex' = (a + uxy. 



2a« 



^„2 - i -x — c — U^ 

fo fetie man a + bx + y'x'^ 

_t,2 



= (« + 7^)\ 



27« — ö " ' '■" 2/a — 6 

; 6' — 4ac ein Duabtat ift, fo tann a + bx + cx^ aU 
»on 2 Ouabraten, mithin oW ^robutt Don 2 J^unftionen oon 
Irabe« botgefteHt merben. ©e^t man nun 

aide sur les triai^Iea rectanglea en nombrea 1676 prop. 26—30 
, de Paris t. V). Oerg. Ann. 20 p. 212, 6rta« 3. 5 p. 886. 
[. eulet Introd. I §. 60 unb aigebra II. S. 
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(/ + 9^){^ + «^) = w^(/ + 9^)*^ 

fo wirb 

fu^'-m (/n — gm)u 

n — ^M^ n — ^u^ 

SBenn a + 5a? + ca?^ == ^2 ^ qr, TüOtitt p, q, r gUTlftiOttett 

t)on X etften ©tabeS bebeuten, fo fe|e man 

p^ -\- qr = {p -{' qu)^ 

unb ltxtä)nt x au8 bet ©leid^ung etpen ©tabeä 

r = 2^w + qu^ 

11. ®te tratt^fcenbente ©leid^ung x? = y» lann nad^ ©uler 
(Introd. n §. 519) babutd^ tebuclert werbett, bafe man y ^= ux fefet 
a)ttrd^ btefe ©ubjlitution erplt man bte ©leid&ung (a?^)* = (Ma?)^ n)el(|e 
in realen 3<^^l^tt a?^ = wa:, a:'»-i = u giebt. golgltd^ genügen 

1 1 

a? == M°"^, y = uü^'^ 

bet gegebenen ©leid^ung. Um blefelbe in rationalen ^a^ltn auf julöfen, 
fe|t man w — l = -, unb erplt 



X 

y 



2 (1)2 (i)^ . . . 

4 (1)^ i^y ... 



§. 10. Sel^rjä^e t)on ben algebraifd^en 

f^unftionen. 

1. SBenn ber aBert/(a?) einer gegebenen ganjen gunftion nten 
®rabe« bem SBert x ber Variablen entfprid^t, fo iji bie Ziffer enj 
f(pß) — /(/) burd^ bie entfpred&enbe ©ifferenj x ~ t teilbar. ®er 
Quotient ift eine ganje gunftion (w ■— i)ten ®rabe8*). 



*) 3)iefe ©rroeitctung bcg ©a^cS t)on ber ^cit6ar!cit ber iDifferenj x^ — ^^ 
burd^ a? — « lommt im vlnf ang beS 17ten 3^1^^^. t)or. 3)eScarteS G6om. III. 

»aller. I. 7. 9tuf[. 20 



3Ö6 ais*«. 

^eireiS. Sud txn ^äcrien 

.'■ ^ = «l« J* — a^i-^"'^ — - ■ — "i* -^ «• 

nn^tt man DutA Sutiiohion 

■'"--l-~-'li _ ■ ^ — ■' _ »*-' — <■-' ^ 

Sun in jc* — :'^ buri - — s IcilSai Ä-^c«. iru^«. §. 12, ö), folt 



1» I .$. 2. 10), 
önel 



" — «S; - — 16, 
xrri.^ti in:», i 
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h,^ =6, ^4 = — 19 + 6 . 4 u. f. «)., nad^ folgenbem ©d^cma 
bered^net: 

6—19 13—20 48 0—16 

24 20 132 448 1984 7936 

6 5 33 112 496 1984 7920 

/W— /(4) ^ g^5 ^ ^^4 _^ 33^3 _j_ ^^2a?2 + 496a? 4- 1984 
X — 4 

Suflleid^ fittbet man /(4) = — 16 + 1984 . 4, unb bemnadö 

/^ = Qx^ + 5x4 + 33^3 ^ ii2a:2 + 496a: + 1984 + — ^ 
0? — 4 a? — 4 

2. Um bie ganje gunftton fix) in bet 5Rfi^e be« aBette« f{t) 
auSjubrüden b. l&. nad^ fteigenben 5ßotenjen von x — t ju entroidfeln, 
fann man x = t + y fefeen unb ble ©lieber bet ^ßotenjen iiefe« 
SBinomium (§. 23) otbnen. 3n jebem gegebenen gaUe ift eS einfa^er, 
nad^ bem gegeigten SSerfal^ten bie SReil^^ bet Quotienten 

x — t '^^^ ^ x—t -^^^ ' 

u. f. n). ju beted^nen, mobutd^ man etl^ält 

u. f. m., alfo 

/(^) = Ai) + (^ - 0/i(0 + (^ - OV2W, u. f. m. 

S3eifpiel. /(o;) = x^ — 2a?3 + 5a;2 — 3a; + 12 tt)itb nad^ ftei- 
genben 5potenjen t)on a: — 2 entruidfelt wie folgt 

1—2 5—3 12 
2 10 14 



1 
1 
1 



2 
2 
2 
4 
2 
6 = 


5 
4 
9 
8 
17 — 


7 26 — /(2) 
18 

25— /,(2) 


«3 + 5x + 7 — fx{x) 

«2 + 2a; + 9 — /j {x) 

a; + 4 — /s (x) 


1 


= hm 







/(x) = 26 + 25(x - 2) + 17(x — 2)^ + 6(x — 2)» + (x — 2)* 

Slttmetfung. 5Diefe entwtdclung giebt ju etfennen, ob/(x)— /(t) 
butö^ eine ^otcnj tjott x — t tellbot ift. SBcitn /i(0 = ifi, fo 
ift/(a:) — /(O burd^ (x — 0=* teilbar. Sffietin /,(<), /2(0 nutt pttb, 
fo ift fix) —f{t) iux(S) (x — 0' teilbar. U. f. xo. 

20* 
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3nbem man fix) = x* + %x^ + 2la?3 ^ 14^.2 _ 20a? — 24 nadö 
fteigenbcn ^otenjen t)Ott x + 2 etttroidelt, 

1 8 21 14 —20 —24 

— 2—12—18 8 24 



1 


6 
— 2 


9 

— 8 


— 4 

— 2 


— 12 
12 


1 


4 
— 2 


1 
— 4 


— 6 
6 






1 2—3 

erlennt man, bafe f{x) == (o? + 2)3(a:2 + 2a? — 3). 
3» I. SBcnn bie gunltion nten ®tabe3 

bei a; = a nuU ift, fo ift fie bei beliebigen x butd^ eine ^^Jotenj t)on 
a: — a teilbar (2). SBenn biefe ^potenj bie Ate tft, mithin f(x) butd& 

ba3 5ßrobuIt oon (a: — «/ unb einet ganjen gunftion g{x) barPeEbar 
iftr fo fagt man oon /(a?), bafe fie bei a? = « Amal null ifi, unb a 
Reifet eine Afad^e SButjel ber ©leid^ung f{x) = 0. 

aOBenn ferner bei x = ß f{x) /«mal nuU ift, fo ift, weil x — a 
nid&t nuU, g{x) finial null, mithin burd^ (a? — ßy teilbar. Sllfo ift 

f{x) burd^ ba« ^Probuft {x — af{x — ßy mit einer ganjen gunftion 
h{x) barpeUbar. U. f. n). 

SBenn in^befonbere bie ©oefficienten a^, «ni/ . . real flnb, a unb 
«' fonjugiert fomplep, unb /(«) = 0, fo ijl aud^ bie fonjugierte 3«^ 
/(«') = 0. SDa^er ift ba« ^robuft {x — a)(x — a), bie 3florm Don 
X — a (Slllg. STrit^m. §. 16, 10), ein realer S)it)ifor 2ten ®rabe« 

t)0n /(ar). 

SBBenn/(a?) teilbar ift burd^ {x — o)^(a: — ßy, fo ift pe nid&t teil^ 
bar burd& {x — ay(x — ay, xoo p < k SBäre (x — ay(x — ßy 
= (x — af{x—ßy bei atten x, fo wäre (x—ßy = {x-~af^{x — ßY, 
TOo^ bei a? = a nid^t jutrifft. 

Söenn bie gunftion wten ©rabe« bei n gegebenen SSBerten ber 
SSariablen null ift, Amal bei ar = a, ^imal bei a; = /5?, . ., fo iji fie 
burd^ ba« 5ßrobuIt ber n galtoren x — a, x — ß, . . (nx6)t bnxä) anbere) 
teilbar. 211^ Quotienten ber S)it)ifion finbet man ben böd^P^^ ©oeffi^ 
cienten a^ ber f^unltion. aSergl. §. 6, 4. 

IL SDie gunftion wten ©rabe« lann einen beliebig auf ber S^^^l^^** 
ebene gegebenen SBert c bei nid&t mel&r ate n SBerten ber Variablen 
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anneljttien. Sßenn f[x) — c nuU ift, Xmal bei a? = «, /umal bei 

a; = /?,.., n)0 ^ + iU + .. = n, fo ip 

/(a;) — c = an(a: — af^x — ßf . . 

goIflUdö ip /(a:) — c nid^t ttuH, wenn x t)on «,/?,.. t^etfd^ieben ift. 

®emna(ä^ l&at eine ©leid^ung nten ©tabe« nid&t mel^t al« n 2Bur.' 
jeln. S)a6 [ie fot)iel 2Butjeln l^at, wat jd^tuieriget ju erlentten. ©. 
unten (15). 

2Benn bie gunüion nten ©rabeS bei mel^r aia n gegebenen Sffier^ 
ten ber SSatiablen nuU ift, fo finb il^te ©oefficienten null, bie gunftion 
ift ibentifd^ null b. 1^. bei beliebigen o?*). ®enn unter ben gaftoren 

beg $robuft8 aj,{x — a)^(a; — ß)f' . . finb na$ ber aSorauSfefeung ni(i^t 
null ber jweite unb bie folgenben; alfo ijl an = bie notwenbige 
Sebingung, unter ber bie gunftion bei einem von a, ß, . , cerfd^iebenen 
Sffiert ber SSariablen nuU ift. 3flun ift bie fjunftion (n — i)ten ©rabe« 
^n-i^'"^ + . . bei mel^r atö n — i gegebenen SBerten ber SSariablen 
null, alfo ift a^.^ = o. U. f. xo. 

in. ©ine gun!tion wten®rabe« t)on x wirb burd& n + i i^rerSlBerte 
^Of 2^1 r • •/ !/n ^ntfpre(^enb ben SBerten ber 3Sariablen xq, xi, .., x^ 
einbeutig beftimmt. Slewton Princ. III lemma 5 (nad& prop. 40) l^at 

y = I/o + M^ — ^o) + A(^ — ^o)(^ — ^i) 

+ A2(x — Xq)(:x — x^)(x — x^) + . . 

gefefet, unb bie ©oeffictenten Aq, a^, . . bered^net avi& bem ©Aftern 

y\ = yo + A(^i — ^o) 

2^2 = yo + ^o(«^2 — ^o) + A(^2 — ^o)(^2 — ^l) 

u. f. n). S)ie ©ifferenjen 

^2 — ^i = ^o(^2 — ^i) + ^i(^2 — ^o)(^2 — ^i) = -^0(^2 — ^1) 
u. f. n). ergeben bo« ©gftem 

yi—yo =^0(^1—^0) 

^2— 2^i=^o(«^2— ^i)f ^0—^0=^1(^2 — ^0) 

2^3 2^2 """^ M}(^3 — ^2 )f ^0 — -^0 = ^1 (^3 — ^1 h ^\ — -^1 ^^ -^2(^3 ^0) 

u. f. n). 

®a«felbe leiftet unmittelbar Sagrange* Interpolation«* 

formel 1795 (J. de Tee. polyt. Cah. 7—8 p. 417) 



*) eauc§9 Anal, algebr. c. IV, 1. @itte Slnmcnbung bicfeS ©a^eS ift Mg. 
^ritl^m. §. 32, 2 gegeben tDorben. 
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®et mit yk muUtpUctette S3rud^ l^at ben 3ä^l^t {x — ^o) . . (x — x„) 
mit aoäeglaffuttg von x — x^, unb bcn ^Renner (x^ — a-o) • • (^^k — acn) 
mit SBeglajfung von x^ — x^. aifo ijl y eine gunftion nten Orabet 
t)on a?, unb bei x = x^, finb atte ©lieber t)on y nnU, mit Sluänal^me 
eine^ ©liebe«, roeld^e« ben SBert yk W- 

Unb wenn jwei gunftionen nttn ©rabeö oon a? 

bei n + 1 SBSerten x übeteinfiimmen, fo finb fie longtuent. 35enn 
bie gunftion nten ©rabe« (a^ — ^Ja-^ + (a^,^ — ft^.i)»«^"^ + . . tft 
bei benfelben SBerten nuU, aUo finb a^ — b^, a^, — 6^_j . . nutt, 
b. ^. 6^ = a^, u. f. n). 

4. 3lu« ber Sbentität (3) 

erfennt man, bafe bie ©leid^ung f{x) = o bie SButjeln «^ , . . , «„ l^at, 
unb ba& 1 unb bie Summen ber 5ßrobufte t)on je l, 2, 3, . . unter 
ben mit -— 1 multiplicierten SBurjeln ju einanber ber 9leil&e naä) fid^ 
oerl^alten wie bie ©oefficienten %, a^.^ a^.g, ..*). 

Seweiö. ®a« ^robuft (a: — aj . . (a; — a) giebt 






wenn burd^ Ot bie Summe ber 5ßrobufte non je k unter ben ©röfeen 
— «1, — «2, .. bejeid&net mirb (3lllg. Slritl&m. §. 27, 1). Sllfo l^at 
man a^C\ = a^^^ in golge ber Qbentität (§. 4, l), mitl^in 

Seifpiel S3ejei(ä^net man eine eigentlid&e ntt SBurjel von l burd^ 
Q, jo finb q\ q^, . .; Q"" bie übrigen nten SEBurjeln von l (Mg. 3lrit^m. 
§. 18, 9). ®a^er fiat man 

ajn — 1 ==: (rc — q){x ^ q^) . , (x -^ Q^) 
e + (>H- . . + C^"^ = 0, (~ 1)^QQ^ . . ^n = _ 1 

3)ie ©umme ber wten SBurjeln von l ift o, i^r 5ßrobu!t (— l)''-^ 

S5ie burd^ bie ©oeffictcnten a^, aj^_y . . rational auäbtütfBaren ©rö^en Ci, C2, . . 

finb fgmmcttifdjc gunitionen ber Größen — «i, — «2, . . (§• 2, 10). aWan l^at 5c^ 
merü, baß jebe f^mmetrifd^e ganje gun!tion berfelBen ©röfien burd^ icne ß^oefficienten 



1 



• 



*) S)iefer ©a^ ift in bcn einfad^ften gätten t)on ©arbano, umfaffenber oon 
S^ieta am ®nbe bet Odjrift de emendatione aequationum angemerlt n)Otben. 
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rational auSgcbrüÄt tocvbcn fann; inSBcfonbcre würbe bic ©umme ifirer kten ^ßotenacn 
rcfurfio angegeben von 9fJen)ton Arith. univ. p. 192 ed. Lugd. SJergl. ®uler 
Opusc. var. arg. II p: 108. Mem. de Berlin 1748 p. 234, unb anberwörtö. (Stn= 



jetne inbepenbente SluSbrücfc für bic ©umme ber 2ten, 3tcn, 4ten ^otenjen fommen 
früher t)or J5ei (Sir arb 1629 (mügel matl^. 3ß. I p. 56). 

5^ S)te gunftiott oc'' — 1 ift ttutt bei x = e~^ (3lIIg. 2lrtt^m. 
§. 31, 13), wenn m eine gerabe ^(ä^X ifi 3)tefer Sffiert ift nbeutig, 
alfo Ijat bie gegebene ^Junftion n oerfd^iebene 3)it)ifoten erften ©tabeS 

, van 

(3), bie au« X — e '^ entfprlttgett, wenn man m = 0, + 2, + 4, . . 
fefit. 9iun ift 

^a? — e ^ J\x — e ^ J = x^ — 2x cos 1- 1 

n 

folglid^ \)at bie gegebene gunttion S)it)iforen jweiten ©rabe^, bie au§ 

x'^ — 2a: COS f- 1 entspringen, wenn man w = 2, 4, 6, . . fefet. 

3u biefen ©iüifoten fommt bet S)imfor erfien ©rabe^ a— -i(?w = o), 
unb bei gerabem n ber 3)iDifor erften ©rabeS a? + i (w = n). 



niTc 



S)ie gunition a;° + 1 t)erj'd^n)inbet bei a? = e* » , wenn w eine 
ungerabe ^ali\, ifi. Ql^re S)it)iioren jweiten ©rabe« entfpringen auö 

x'^ — 2a: COS f- 1, loenn man 7/i = 1, 3, 5, . . fefet. 3u biefen 

fommt bei ungerabem n ber Sioifor a; + i (?y^ = n). 

S)ie gunftion x^^^ — 2a;°cosa + i Ijat bie SJimforen x^ — e*« 

unb a;^ — e-K 3flun ift a?" — e*« buri^ a; — e '' teilbar, unb 

x^ >- e-*« burd^ X — e ^ teilbar, menn m eine gerabe S^])l be^ 
beutet. 2)ie n »erfd^iebenen S)iDiforen jweiten ©rabe« ber gegebenen 

gunftion entfpringen au3 a?^ — 2a: cos — ^ \- 1, wenn man m = o, 

2, 4, . . fefet. 

3)ie gormcl a;2 — 2a7 cosy + 1 bebeutet ba§ Quabrat ber Seite eineä 2)reted§, 
in weld^em bie Beiben anbern ©eiten bie Sängen x unb 1 l^aben unb ben SQBtn!cl 
einfdJUe^cn, ber bem Slrcuö y entfprid^t. 2)a§er lönnen bie quabratifd^en 2)it)iforen 
ber gunJtionen 

x^ — 1, a?^ + 1, a:j2n _ 2a;°cosa + 1 

burd^ Teilung beS Greifes ober eine'3 Kreisbogens in n gleid^e Xeile fonftruiert 
werben, unb fie finb in ber X^at juerft geometrifi^ oor ber ®infül^rung ber ^otenjen 

mit imaginären ©jponenten bargeftettt worben, bie ^ioiforen oon a?" — 1 unb oon 

a:^ + 1 burd^ ©oteS (Harmonia mensurarum p. 114, Op. posth. 1722), bie Xm- 

foren oon a?^° — 2a?°cosa + 1 burdj HÄoiore 1730 (Mise. anal. p. 22). 
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alfo ben 5pat:tialbt;u(^ 

"~16^"^ 8 



a;2 



^atttalbrüc^e anberet ^Renner f onn bie flegebene gebtod^ne gunf tion 
Tticä^t entl^altett, alfo l^at man ibentifd^ 



17 o , 21 , ^ 1,1 

"l i — 7 "1" 



{pc + 2)3 (et? + l)a?2 (ic + 2)3 ' a; + 1 ' a;2 

^ic SetU^unq einer gcbrod^nen gunltion in ^PattialBrüd^c liegt bcr gerfcgung 
ber integrale rationaler S)ifferentiale ju ©runbe, weld^e Seibnij unb gol^. 33er5 
noulli gefunben l^aben (Acta Erud. 1702—3). S)ie3äl^(er ber ^ßartialbrüd^e tt)er= 
ben linear ibeftimmt burd^ bie 33ebingungen, unter benen 

a^x'^ + ajOP + clq , ^p , c^x -j- Cp 2a? + 1 ^ .. 

(a? + 2)3 "^ a: + 1 "T- ^2 (^^ _|_ 2)3(a; + l)a;2 

eine gbentität ift b. 1^. gültig bei beliebigen x (§. A, 1). ^iefe3 ber anal^tifd^en 
3Ket]^obe entfprec^enbe unb t)on ©uler Introd. I §. 39 angewanbte Sßerfal^ren, wetd^eä 
aud^ bei anbern berechtigten @ntn)id^elungen $ilfe leiftet unb Don ^e^carteS bei 
bem Problem ber 9lormaten (Geom. II) gebrandet roorben toar, l^at ben S^lamen 
,,2Ret]^obe ber unbeftimmten ©oefficienten" erl^atten. Sittgemeine gormein für bie 
Räbler ber ?Bartialbrüd^e würben burd^ 2)ifferentialred|nung gefunben oon ©uler 1755 
Calc. diflP. II §. 403 unb Qacobt 1835 de fract. simpl. p. 9. SBergl. ©uler Acta 
Petrop. 1780 I p. 82 unb bie Scmerhtngen oon 33 erlin unb $ill ©rette 3. 3 p. 150. 

7* SBBenn bie gebrod^ne gunftion bei einem fomplefen SBert ber 
3Sariablen unb bei bem lonjugierten unenblid^ wirb, fo l^at fie jwei 
fonjugiert lompleje ^ßattialbtüd^e, beten ©umme real ift unb bireft 
bered^net werben !ann. S)ie gebrod&ne gunüion 

^ b.i ^(") 



(^2 + 4a; + b)^g{x) ^' " [{x + 2)2 + l]^g{x) 

meldte bei a? = — 2 ± « 3mal unenblii^ ift, mirb nad^ ber ©ubftitution 

(y^ + iYxiy) 

auÄgebrüdtt, unb ber ^lenner unb ber Sanier mit x(— y) multipHciert 
(§ill a. a. D.). S)ie ganje gunftion x{y)x{—y) entl^ält nur gerabe 
^otenjen t)on y, meil fie bei ber 3Sertaufd^ung t)on y mit — y unoer* 
änbert bleibt, unb mirb burd& tp(y'^) au^gebrüdEt, wäl^renb bie ©lieber 
oon (p{y)%{—y) in yF{y'^) + ©(y^) fid^ verteilen laffen. SJa^er beftel^t 
bie gebrod^ne gunftion au8 ben ©liebern 

(3^2+1)3 y-^ {y^-\-\Y 
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von betten tnatt toie obeti bie ^attialbrüd^e 

" (y^ + 1)' "^ 7 (2^2 -I- 1? " (2^2 + 1)^ 

ablöfett tattti. 

»eifpiel --^-^-^-^^^ 

y^ — 4y + 5 _ - 4y + (j/^ - 5^ ^ + 30 ) 

;;^2 + 1)3(^2 -42^ + 6) (2/2 + 1)3(2^4 _ 42^2..^ 36) 

uttb ttadE) ftetgettbett ^otettjeti von y^ -[ i = ^ entwidelt 

, 1 : (41 — 6^ + ^2) (36 — 7^ + ^2) : (41 — Qz + z^ 

S)a^er l^at ber ^artialbrud^ be^ 5Rettttetä z^ bett 3ä^l^^ 

, / 1 , 6 5 ,\ , 36 71 221 . 

-^<41 + 4r2^ - 413^'j + 41 " 412^ - 413^' 

eitte gutt!ttoti 5tett ©rabeS t)oti a-. 3)et $artialbtud& beS 5Retttter^ 
a;2 + 2 ]&at bett Sanier 

(^2 + i)(,,2 _ 4^ + 5 )3 . -20^ + 261 

(^4 _ 6^2 + 25)3 - ^^^ ^ + ^ - 0, D. t ^ 

Sltttnerfuttg. SEBetttt bie gattjett guttüiottett / uttb g mttn uttb 
wtett ®rabe^ von x eittett getnemf(3^aftlid^ett S)it)ifor ttid^t l^abett, fo fatitt 

ntatt bie ed&tgebrod&tte gunftiott — audE) ol&tte Senu^uttg ber aBurjeltt 

ber ©leid^uttg /^ = o itt bie 5ßarttalbrüd&e -^ + ^ auflöfett, tttbetn 

ittatt h bur($ p/ + qg auSbrüdt. @. uttten (20). 

5!Ratt f antt bett 3JluUipUfator p attgeben, bei tt)eld&etti h^pf burd^ 
g teilbar ift. 

®ie ittbepettbettte ©ttttüidelung ber gebrod&tteit ^Junf tiott ttad^ fteigett^ 
bett ^otettjett üoti x fittbet itiatt au^ bett etttfpred&ettbeti 6ttttt)i(feluttgett 
ilirer ^PartialbrüdEie. @uler Introd. I cap. 13. 

8» I. SEBetttt g{x) uttb h{x) gattje gunftiotteti tttit gattjett ©oef=^ 
ficiettten bebeutett, uttb tüenti itt berguttüion g(x)h(x) atte ßoefficiettteti 
burd^ bie ^Pritttjal^l p teilbar fittb, fo [ittb etttroeber tti g(x) ober itt 
h(x) alle ßoefficietttett burd^ p teilbar. @^ fei 

g{x) == ^0 + h^ + h^^ + • •/ ^(^) = ^0 + ^i^ + ^2^^ + • • 
2öenn p in b^, b^, .,, &..i aufgeljt, aber nid&t in b^, tt)enn ferner p itt 
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^o/^jf ' 'f öfc.i ciufgel^t^ aber nid^t tti c^, alfo a\xä) ni(3^t in b.c^, \o 
ift in 9{x)h{x) bet ©oefficient t)on a;*+^ 

butdö P nid^t teilbar, gegen bie S3orau^fe|ung. Sllfo finb entraeber m 
g{x) ober in /«(o?) alle ©oefficienten burc^ p teilbar. 

IL SBenn G{x) unb //(a:) ganje gunftionen bebeuten, in weld^en 

bie l^ödjften ©oefficienten 1 unb bie übrigen ßoefficienten rational finb, 

unb wenn in ber gunftion G{pc) H{x), beren pd&fter ßoefficient l ift, 

bie übrigen ©oefficienten ganj finb, fo finb in G{x) unb ii{x) bie 

übrigen ©oefficienten ganj*). S)enn man !ann G{x) unb H{x\ toenn 

in il^nen gebrod^ne ©oefficienten üorlommen , burd& ben ^ten unb ben 

rten 2;eil ganjer gunfttonen g{x) unb h{x) mit ganjen ©oefficienten, 

I alfo G(x)H{x) burd^ g{x)h(x):qr au^brüdteu. 5Diefe gunftion l;at 

; nad^ ber SSorau^fefeung ganje ©oefficienten, b. 1^. jebe in qr aufgel^enbe 

5Primjal^l teilt in g{x) h{x) äße ßoefficienten, mitl^in (I) teilt fie ent" 

I weber in ^{x) ober in h(x) äße ßoefficienten. SEBenn man burd^ alle 

I in qr aufgel^enben 5Primjaljlen fucceffioe entweber g(x) ober h(x) bioi^^ 

I biert, fo beplt man enblid^ G{x) unb ii{x) mit ganjen ©oefficienten. 

III. SQBenn bie ganje gunftion f{x) mit ganjen ©oefficienten, beren 
l^ö(^fter 1 ift, teilbar ifl burd^ eine ganje gunftion mit bem l^öd&ften 
ßoefficienten i, fo finb in biefer bie übrigen (Soefflcienten nid^t gebrod^en 
(11), fonbern entmeber ganj ober irrational. Qn^befonbere finb 
bie aBurjeln ber ©leid^ung f{x) = o entweber ganj ober irrational. 
3in ber 2;i^at, wenn a^.i, a^.j^, . . ganj unb /•, s relatioe ^ßrim^al^len 

finb, fo ift 

nid^t null, meil r^ prim ju «. SSergl ben befonbern gall 2111g. Slritl^m. 
§. 18, 7. 

©ine ganje gunftion mit ganjen (Soefficienten, beren pd^fter a^ 
ifl, mirb burd^ ba« ^jJrobutt t)on a^-^ unb einer ganjen gunftion mit 
ganjen ©oefficienten, beren pd^fter 1 ift, auägebrüdtt (§. 7, l). 

SÖBenn eine ganje gunition mit ganjen ßoefficienten burd^ eine 
gunftion berfelben 3lrt nid^t teilbar ift, fo ift fie irrebucibel. (Sine 
©leid^ung mit ganjen ßoefficienten ijl irrebucibel, menn feine il;rer 



*) ®au^ Disq. arithm. 42. ®ifettftcin ©rette 3. 39 p. 168, 
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SButjeln einet ©leid&ung berfelbett ätt niebetn ©tabe« getiügt. SSergL 
21b el etette 3- 4 p. 132. 

9» I. aaSeittt bie ganje gunftion f(x) mit ganjeti ©oefftcietttett, 
beten l^öd&ftet 1 ijl, ben gleid^geatteten 2)it)i[ot etften ©tabeä x -{- a 
l^at, fo fittb 

... /(-l), /(O), /(l), .. 

bet SReil^e nad^ teilbat butd^ 

Unb wenn eine biefet 3)imfionen nid^t aufgel&t, fo ifi a? + a fein S)ioifot 
bet gegebenen gunition. 5ften)tonä Siegel, Arithm. univ. p. 37 ei 
Lugd. 

3BBenn c^ -\- c^x 4- c^x'^ -|- . , = (a 4- x){bQ + b^x + ^3^^ + - •) 
ibentijd^ ift, fo l&at man 

Cq = «6^, Cj = ah^ -\- ÖQf C2 == a^2 + *if • • 

unb xotxcx eine biefet S)ioifionen nid&t aufgellt, fo ift a + o? fein S)it)ifot 
t)on Co + cia? + . . . SBejout^ Siegel, Elem. dalgebre. 

»eifpiel. f{x) = o?» — Ux^ + 29^2 + 212a: — 300 
/(- 1) = - 450, /(O) = - 300, /(l) = - 92 

3)et S)it)ifot x + 3 ift nid^t au«gefd^loffen, weil 3 in — 300, 2 in —450, 
4 in — 92 aufgellt. Slud^ finbet man 

— 300 ,^^ 212+100 ,^. 

— ^— = — 100, g = 104, . . 

S)ie 3)toifion butd^ a: + 3 giebt (l) 

1 0—34 29 212 —300 

— 3 9 75—312 300 

1 —3 —25 104 —100 

ben Quotienten x^ — ix^ — 25cf 2 + io4a; — loo, bei weld&em bet 
S)it)ifot X — 2 nid&t au«gefd^loffen ifl. S)ie S)it)ifion giebt 

1 —3 —25 104 —100 

2—2—54 100 

1 —1 —27 50 

ben Duottenten a;^ — a;2 — 27a; + 50, bet benfelben S)iDifot l&at 
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1 — l —27 50 
2 2 —50 

1 1 —25 

SaifO ift f{x) ^{x+ 3)(ar — 2)2(a;2 -\- x — 25). 

n. SBenn /(a?) ben ©iDifor 2tett ®rabe8 mit ganjen ©oefpclenten 

a?2 -)- acc -j- 5 i^at, fo fittb 

.., /(-2), /(-l), /(O), /(l), /(2), .. 

bet SHeil^e ttad^ butd^ t>i^ ©liebet bet atitl^metlfd^en ^ßtogteffion 2tet 
Dtbnung 

.., 4 — 2a + 5, 1 — a + i, ft, 1 + a + 5, 4 + 2a + 5, .. 

teilbat. §Kan jielle ie in eine 3eile ble um 4 üetminbetten S)it)ifoten 
t)Ott/(— 2), bie um 1 t)etminbetten 2)imfoten Don/(— 1), bie ©ioi^ 
foten üott /(O), bie um l uetminbetten SJloifoten dou /(l), bie um 4 
retminbetten S)lt)ifoten t)on /(2), u. f. xo. SBenn e« ni^t eine atitl^« 
metifd&e 5ßtogteffion etftet Dtbnung giebt, beten ©liebet in folgenben 
Seilen anjutteffen finb, fo l^at f{x) feinen S)it)ifot 2ten ©tabe« mit 
ganjen ©oefficienten. 

SEBenn f{x, y) eine l&omogene ganje gunftion mit ganjen ®oef^ 
ficienten ift, unb wenn j. S5. a?^ + cw? + ä in f{x, i) aufgellt fo ge^t 
x'^ -\- axy + hy'^ in f{x, y) auf. SBeuu bie i^omogene ganje gunftion 
f{Xf y, z) mit ganjen ©oefficienten butdö bie gunftion betfelben 2ltt 
9{^f Vf z) teilbat ift, fo ftnb ^(0, y, z), g{x, 0, z), g{x, y, o) a)iDifoten 
t>on /(O, y, z\ f{x, 0, z), fix, y, 0). 2lu« ben ©ioifoten biefet lefetetn 
gunftionen fann man bie möglid^en gotmen oon g(Xf y, z) etfennen. 

SJlewton a. a. D. ßlaitaut tlem. dalgebre III. 

10. SOBenn f(x) = a^x^^ + a^.!«?"*^ + . . + aix + oq, \o fann 

bie S)iffetenj f{x + w) — f(x) bet ^Junf tion nad^ fteigenben ^Potenjen 
bet S)iffetenj u bet SSatiablen entraidelt metben (§. 2, 5). SRad^ bem 
»inomialt^eotem (Stttg. Sltit^m. §. 23) ift 

(x — « + u)^ == (a? — a)^ + k.{x — a)^-^w + . . 
a{x — a -{- u)^ — a(x — o)^ = ka(x — a)^'^u + , . 

b. ^. bie gunftion a{x — a)^ l^at bie gluf ion lca(x — a)^'\ 

SDutd^ Slntoenbung be^felben SSetfal^ten« auf alle ©liebet bet ge^ 
gebenen ganjen gunftion finbet man bie glufion oon f(x), bie butd^ 
/{x) bejeid&net n)itb, 

fXx) = na^x^-^ + {n — l)a^^^x^-^ + . . + 2a^x + a^ 
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eine Simftion {» — l)ten ©rabes, ferner faie gtujion »on /(x). juelc^e 
ble 2te glufion oon /(jr) genannt unb bur^ /'{x) bejeiiSnet rotrb, 

/'(ar) = n{n - l)a„x''-» + (n - l)(n - 2)a^_^x'^-^ + . . + 2a^ 

' "funftion {n — 2)ten ®rabes unb burc^ 2 teilbor. U. (. id. ®ie 
Ufton Don /{x) ift (n — 3)ten ©tabeS unb burc^ 3! teilbar, ble 
nl«„ unobpngig oon x unb bur(i& «! teilbar. 
Jenn bie gunltion/H in ber 5!flä^e »on /(a) bur(i& eine 3;a5= 
e SRei^e b. l). buri^ eine Sßotenjtei^e oon x~d auSgebrflcft 
it fann (oetfll. 2) 
[:c} = C', + C,{x-a) + C,(x-ay-\-C,ix-a)^ + .. 

)et man auf bemjelben asegc 

/'(^) = 0, + 2C,(x - c) + 3C^(a: - ß)2 + . . 
/'(^) = 2Gi + 2 . 3C,(a; - a) + . . 
/"{x) = 2 . 3C, + . . 

(«) = f?o. /(") = A, /'(«) = 2C^, /"(«) = 2 . 3Q, u. f. 1». 
j bie Stuäbrüäe ber entrotdelungäcoefficienten') 



,=/(«), O, =/(«), C, =-'-^, C, 
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1. I. SBenn bei x = a bie ganje gunttion /(ai) unb i^re 
■nen bis jur (l — i)ten nuB finb, rcä^renb bie ^te nid(it nuU 

finb bei beliebigen x bie gunEtion unb i^te giufionen bi« jur 
l)ten burc& ^otenjen oon x — a teilbor, bie gunttlon buti^ 
e 5ßofenj, bie ite g^lujion burc& bie ß — l)te, bte 2te burc^ bie 
2)te, . ., bie ß — l}te burd& bie Ite, b. fi- bti x = a ifi bie 
,on ^mal nuU, bie Ite J^lufion (A— i)mal, u- f. ro- fo bofe a 
foc^e SBurjel ber ©leic^ung f{x) = o ifi, eine ß — l)fac&e oon 
= 0, u. f. ro.**). 5)ie8 folgt unmittelbot ouS bet ^aijlotfd^en 

burc^ roeld&e /(_x) auSgebrüdt wirb. Ebenfo ergiebt fi$ (10) avä 
oransfe^ung /{:>:) = {x~- af^ix) 

)-f(^)^[{^..a+uf-ix-af-\f{x+u)+{x^an<r{x+u)-ff(x)] 
f'ix) = l{x — at\{x) + {x^ aYq^'ix) 

Taylor Meth. incrementorum 1715 jprop. 7. ißetgl, Stirling Lineae 
nis 1717 prop. 3 iinb Maclaurin HuiionB 1742 art. 751, meiere teibe 
nioi; Sejug nehmen. 

Keniiieii^eu bet me^vfat^en aSurjeln einet ©leii^urtg roaten oot bet I5tfin> 
sr 2)if[eteiilialfe$iiun3 oon §ubbe 1657 gegeten rootben. Epist. I, reg. II) 
mtenä neuet SliiSgafte »oti ajeScatteä' öeomeltie, 1659. Sßergl igutet ijalo. 
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mithin bie 3;cilbarfett t)on /{x) bur(^ (a? — af'^ unb bte 3^^l^9iitt9 
in ^arttalbtü(]^e 

f{x) X — a q){x) 

IL SBenn bei ben SBetten a, ß, .. ber SJatiablen bie ganje %\inh 
tion tnel^rmal null iji, fo ift anä) bie erfte glufion null, alfo finb f{x) 
unb f\oo) beibe teilbar butd& eine ganje gunftion von x mit ©oeffl:» 
cienten, bie m allgemeinen irrational finb. S)er größte gemeinfd^aft^ 
lid^e S)imfor, weld^er bie ganje gunftion f{x) mit rationalen Soeffi^ 
cienten unb il^re glufion/(a?) teilt, ift eine ganje gunftion g{x) mit 
rationalen Soefficienten (§. 2, 7). 2Benn nun bei x = a, ß, . . 
bkf{x) Imal, f.mal, . . nutt ift, fo ift>(a?) wie/» jugleicä^ (^ — l)mal, 
(lii — l)mal, . . nuH. SDa^er ift f{x) : g{x) = p biejenige ganje Sun!** 
tion mit rationalen ßoefficienten, weld^e, xotnn f{x) imal ober mel^r** 
mal nutt ift, je Imal nutt ifi. 2ltte SBurjeln ber ©leid^ung f{x) = o 
fmb ifa^e SSJurjeln ber ©leid^ung /? = 0. 

SöSenn ferner h{x) ber größte gemeinfd^aftlid^e S)iüifor t)on g{x) 
unb g\x) ift, fo ift g{x) : h{x) = q biejenige ganje gunftion mit 
rationalen ßoefficienten, meldte, wenn f{x) 2mal ober mel^rmal nutt ift, 
je Imal nutt ift Sitte 2fad^en unb mel^rfad^en Slßurjeln ber ®lei(]^ung 
fix) = finb lfa(]^e SBurjeln ber ©leid^ung 5 = 0. 3!nbem man 
h (x) ivixä) ben größten gemeinf (]^aftlid^en S)iüif or von h unb h' biüibiert, 
finbet man bie ganje gunftion r mit rationalen ©oefficienten, meldte, 
menn f{x) 3mal ober mel^rmal nutt ift, je imal nutt ift. Sitte Sfad&en 
unb mel^rfad^en SBurjeln ber ©leid^ung fix) = finb ifad^e SBurjeln 
ber ©leid&ung r = 0. U. f. m. 

SRun iji p teilbar burc^ g, meil atte SEBurjeln ber ©leid^ung ^ = 
SJBurjeln ber ®lei(3öung i? = finb; p:q ift je Imal nutt, xotnnfix) 
imal nutt ift. ßbenfo ift q burd^ r teilbar, unb 3 : r je imal nutt, 
xotnn fix) 2mal nutt ift. U. f. to. golglid^ finbet man 

/w - f ©* . . 

IIL S)al^er ift eine ganje gunftion, meldte bei einem SBerte ber 
Variablen mel^rmal nutt ift, r e b u c i b e l SBenn bie ganje gunition f{x) 
unb il^re glufion fix) nid&t beibe burd^ eine ganje gunftion teilbar 
finb, fo finb atte SBurjeln ber ©leid^ung fix) = Don einanber vtu 
fd&ieben. 

12» SBenn bie Variable im realen ©ebiet t)on x an fteigt, fo 
beginnt bie ganje gunttion fix) ju fteigen ober ju fatten, je nad^bem 
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tl^re fjluf Ion f{x) pofitio ober negatit) \% SEBenit /(«) unb /(fc) t)er^ 
fd^tebene ^tx^tn l^oben, unb /(a?) bog ^t\i)tn nid^t wed&felt, wal^tenb 
rr ben realen SSBeg t)on a bis 6 juriltflegt, fo Hegt ouf biefem SBeg ein 
unb nid&t mel^r al8 ein SDBert ber Variablen, bei bem bie ^nltion 
nuU ijl (§. 2, 5). 

2Benn bei a; = « bie gange gunition / unb aUe i^re glujionen 
pofitio finb, \t> finbet bei großem x baSfelbe ftatt, unb a ift eine obere 
Orenje ber realen SBBurjeln ber ©leid^ung / = (3len)ton 

Arithm« univ. p. 194 ed. Lugd.). 3- ^• 



/ 



x^ — 2a:4 _ i0a:3 + 30a:2 + 63a: — 120 
5a:* — 8a;3 — 30a:2 + 60a: + 63 
10a:3 — 12a:2 _ 30^; + 30 
10a:2 — 8a: — 10 
5a: — 2 

Sei a: = 1 ift bie le^te biefer gunltionen pofitio, aber niiä^t bie t)or^ 
l^ergel^enbe. S3ei a: = 2 finb aud^ bie üorl^ergel^enben pofitio unb ht^ 
ginnen ju fteigen, wäl^renb x t)on 2 an fteigt; mithin l&at bie ©leid^ung 
/ = über ber ©renje 2 feine reale SQSurjeL 

SBenn {—\yf{—y) pofttio ifi bei aHen y > «, fo fann nid^t / 
baS 3^ic^^ti wed^feln bei a: = — y < — «. 35^^ ben gunftionen 

^r, ^ 2i/* — 10y3 — 30^2 + 63y + 120 

5^4 ^ 8^3 __ 30y2 _ 60y + 63 
10y3 + I2y2 _ 30y _ 30 
10y2 + 8y — 10 

5y + 2 

finb bei y = 1 bie 2 lefeten, bei y = 2 bie 3 legten, bei y = 3 aöe 
pofttio; alfo ift —3 eine untere ©renje für bie realen SBurjeln ber 
Oleid^ung f{x) = o. 

Unb xotxvx y^f(X : y) pofttio iji bei allen y > «, fo fann nid^t 
/ baS S^id^^tt wed^feln bei a: = i : y < i : «. 

13* Sei einer gegebenen 9leil^e oon realen 3<J^l^« bejiimme 
man bie ^tx^tn ber Quotienten jeber folgenben S^^l burd^ bienäd^fi 
oorl^ergel^enbe. 3Benn unter biefen Quotienten v negatioe fid^ befinben, 
fo fagt man, bie gegebene Sleil^e ^at v 333 ec^ fei (variations). 3)er 
gangen gunftion f{x) fd^reibt man ebenfooiel Söed^fel ju, ate bie Sfteibe 
i^rer ßoefficienten l^at 

I. aasenn « pofttio ift, unb menn {x — a)f(x), f{x), (x + a)f{x) 
ber Sfleil&e na(% w, v, w saSed&fel l^aben, fo ifi m — v eine pofitioe 
ungerabe Qai)l, v — w nuH ober eine pofitloe gerabe 2^a\ji, 
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i SBetDei^. 3n f(x) = a^a;'» + . . trete ber erfte SBeci&fel bei bem 

^ ©oefflcienten a^ ein, ber ätüeite bei a^, ber le|te bei a^, toobei p, q, -- 
^ eine fallenbe Steige bilben. 2)ann ^aben in {oc — a)f{x) bie Soef^ 
*' ficienten von x^'^^, a:^"^\ a?*"*"^ ber Sfteil^e nad^ einerlei 3^i<3&^tt mit 
«p/ ^q' «t- ^'^f^ f^^^^^ ^^^ ^^ (^ ~" «)/(^) ^^ i^ ^^^ ©oef^cienten 
t)on x^^ weniflftenÄ l SBed^fel, bis ju bem ©oefficienten von a?^"^^ menig*' 

ftenS 2 unb bl« ju bem ßoefftcienten t)on a?*"^^ menigftenS foüiel SEBed^fel 
aU /(a;) ^at. ^aä) ber SSorauSfefeung ift a^ mit «t t)on einerlei 3^i<%^«f 
,f olgli(^ giebt e§ In (a? — a)/(a;) btö ju bem ©d^lnfeglleb — aa^ wenig»» 
ftenS einen SBed&fel me^r, ate beren f(x) l^at 

3)agegen finbet man In (x + a)f{x) bB ju bem ©oefflclenten 

von x^^ ^öd&ftenS 1 SBed^fel, big ju bem ©oefflclenten von a?**"^^ J)öd)0 

ftenS 2 unb btö ju bem ©oefflclenten von x^'^^ ^öd^ftenS foolel SBed^fel 
alg beren f{x) l^at. Unb nur In bem galle, bafe bei bem ©oefflclenten 

von a;*"^^ ein SSed&jel nld^t ftattgefunben l&at tritt bliS ju bem ©d^lufe^ 
glleb nod^ ein SQBed^fel ein. 

S)al^er flnb u — v — i, v —- w nld^t negatlt). SBenn a^ unb «o 
einerlei 3^lcä^^ti l^aben, fo flnb «? unb w gerabe, w ungerabe ; wenn a^ 
unb ao t)erf(i&lebene S^i^^ti l^aben, fo flnb v unb w ungerabe, u gerabe. 
2lIfo Ift Immer u — v ungerabe, v — w gerabe. 

n. SBenn ble Oleld&ung f{x) = o ble pofittoen SEBurjeln «j , . . , a^ 
^at, fo Ifi f(x) = (a; — «j) . . (a; — aj)q){x) uub l&at menlgften« 
k aOSeclfel (I). Umgefe^rt: 

©eScarteS' Sftegel*). SBenn e« In /(a?) v SQäed&fel glebt, fo 
fann ble ©leld^ung f(x) = o nld^t me^r als v pofltloe SBurjeln l^aben. 
SBenn e« In /(— x) v SBed^fel glebt, fo fann ble ©leld&ung f{x) = o 
nld&t mel^r al8 v negatloe Sffiurjeln l^aben (pojtttoe SBurjeln oon 
/(— x) = 0). S)le ©leld&ung f(x) = o fann nld^t mel&r atö v + v' 
reale SBurjeln l^aben. 

3. SB. f{x) = x^ + dx—b ]&at 1 SBed^fel, /(— x) l^at feinen 
SBed^fel, alfo fann ble ©leld&ung /(x) == pd^ften« l pofltioe unb 
feine negatloe SBurjel l^aben. Qn ber 2;]^at ip ble 2)l8crlmlnante ber 
©leld&ung (— 1)2 + 13 = yjj. pofltlo. 



*) S)te Siegel, beten ©rfinbung Patriot von SffiatttS, SeiBnij u. a. »ugefd^rieBen 
toirb, n)e((|e iebocfi in ^arrtotd Slad^laf; DergebUd^ g^fH$t n)orben ift (5{(ügel 
matl^. SB. I p. 50 ff. II p. 435), würbe von S)eScarte§ Göom. III ungenau unb 
unbewicfen aufgefteUt. a)ie 93erici^tigung, ben 3«^^ wnb ben SBeweiS öerbanft man 
©auf; 1828 ©reue 3. 3 p. 1. SSergl. ©egner M6m. de Berlin 1756. Choquet 
et Mayer Algebre 392 ff. 

»alter. I. 7. «wfl. 21 
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III. aßenit unter ben Soefftcienten »on /(x) (einer null tft, fo 
oiebt eS ti — v giti^t-SBec^fel in /(x), n)clc[)en bic in f{~x) oot^an- 

SBeddfel entfute^en; bal)er Ifi f + r' = n. 
Senn 2fc folflenbe Soefficienten in f{x) nutt finb, fo enthält oon 
n faer £üde pe^enben ©liebern bo* eine eine gerobe $otenj oon a-, 
nbere eine ungerabe ^otenj, alfo giebt biefes $aat enttvebet in 
»bei in f{—x) einen 5ß!e^fel. ainjiatt biefeS einen fflec[)feIiS 

man in /(x) unb in /(— a;) jufommen 2i -[- 1 SBei^fel, rocnn 
)ie Sade bur^ 2fc ©lieber mit loiUtürli^en Soefficieiiten auSfüttt. 
od& ntirb bie ^<ä)l u + »' bwri^ 2fe ju « ergänjt, unb man ^at 

.' = n — 2Jr. 

ßenn 2t + 1 folgenbe ß^oefftcienten in fix) null [tnb, fo enthalten 
i ber ßüde fte^enben ©liebet ^otenjen oon x, bie beibe getabc 
jeibe ungerabe finb, alfo giebt biefeä ^aar entioeber foroolil in 
ilS au^ in /( — x), ober in feinet oon beiben einen Sffie^fel. 
erl[)äU man in f{x) unb in /(— x) jufammen 2t + 2 Sßei^fel, 
mon bie Sttcfe butii& 2fc + l ©lieber mit njiBfürlic^en Soeffi- 
i auÄföBt ailfo ttiitb bie ^o.\\ v -y v butc^ 2fc obet but(^ 
2 SU 71 ergiSnät, je nad&bem bie an ber Sude jie^enbcn ©liebet j 
ebene obet gleite 3?'ifttn befi^n, unb man ^at « + f' =■ n — 24 
n erften gaHe, « + »' = n — 2fr — 2 in bem onbetn ^a&t. 

4. Sßon ber ganjen ^nftion u bet aSatioblen x unb ilitet 
n w, auSge^enb bilbe man bur^ fuccefftoe ®lnifionen bie enbUc^e 
(§. 2, 7) 

u = li, p, + «j ober V ^v^q^—v.i j 

Dot bie testete, inbem man 

Pi — i'2 Pa — Pi Pb —Pn Pi ■ ■ 

eilie nad(i butc^ 

ffi 33 ?3 ■ ■ 
net. S)ie Sleitie bet gunttionen v, «, , W3, . ., «, Reifet eine 
m(ii&e JRei^e, j. ». 

a;3 — 2a; — 4, 33:^ — 2, 3^ + 3, —25 
bo« Sc^lufefllieb f, oon a; unabhängig ifl, fo ^aben p unb r, feinen 
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t)ott X abpttfltflen gemetnfiä^aftlid^en ©toifor. ^tnn v^ in v^^ aufgellt, 
f ifi v^ ber größte gemcinf d^af tli(5e S)it)if ot r>m v unb v^ , Sei einem 
gegebenen realen x l^at bie ©turmfd^e Sieil^e eine beftimmte SWenge SEBed^fel 
(13), n)el(^e t)on x abl^ängt, aber nur bann fid& änbert, wenn x einen 
SSert überfd^reitet, bei bem ba« Slnfangaglieb ber Steige v null ift. 

I. SBenn x ben aBert <J burc^läuft, bei weld^em ba^ SKttfanggglieb 
V nid&t null unb ein SKittelglieb v^ null ift, fo bleibt in ber ©türm* 
fd^en Steige bie SRenge ber 2Bed&fel unt)eränbert. 

SeweiiS. Unter ber Sebingung v^{d) = o ift jufolge ber Äette 
*^i.i(^) = — ^i^-i(^) ttid^t null, fonft toäre aud^ v(S) = o, gegen bie 
aSorau^f efeung. 5Rad^ §. 2, 4 l^at (p{d -\- h) bei l&inreid^enb Keinem h 
ba^felbe '^txSjin wie cp{S), ©oraol^l bei a? = J — ä ate aud^ bei 
X = d -\- h l^aben bal^er Vj.i unb v^^^ t)erf(^iebene ^txijtxif unb in 

beiben gSUen l^at bie ©turmfd^e SReil^e biefelbe 3Wenge SBed^fel. 

n. SSitxin X fteigenb ben 3Bert a ilberfd^reitet, bei weld^em 
ba3 Slnfanggglieb v null iji, fo t)erliert bie ©turmfd&e Steige einen 
SBed^fel. 

aJeroei«. Unter ber aSorauafefeung v = (x — afg{x) ift (ii) 



V 



' - " + 



^ , gi?^) 



V X — a g{x) 

bei a: = a — h negatit), bei a? = « + ä pofitio, vi^txvx h l^inreid^enb 
Hein. S)al^er beginnt bie ©turmfdöe Sfleil^e bei a? = « — ä mit einem 
aOBed^fel, bei a; = « + ä mit einem 3fli(it^aQBed&fel. 

ni. 'Btnn X fteigenb h aBerte überfd^reitet, bei weld^en ba« 3ln^ 
fanggglieb v null ift, fo t)erliert bie ©turmfd^e Sftei^e fc aBed^fel. Um- 
gefeiert: 

©turmfd^er ©afe*). aBenn bie ju einer ganjen gunftion ge* 
l^örenbe ©turmf(^e Sfteil^e bei einem gegebenen aBert ber SSariablen k 
aBed^fel weniger l^at afö bei einem gegebenen Ilelnern aBert berfelben, 
fo liegen jroifc^en ben gegebenen ©renjen h üerfd^iebene aBerte ber 
aSariablen, bei benen bie gunltion (einmal ober mei^irmal) nuU ift. 
3. SB. bie ©turmfd&e Steige 

a:3__2a7— 4, 3a;2 — 2, a? + 3, —25 

*) aSon (Sturm 1829 ber ^arifer SÖabetnic mitgeteilt. Pdrussac Bulletin XI 
p. 419. Choquet et Mayer Algäbre 427 ff. SJergl. beS SSerf. a)eterminantett 4te SlufC. 
p. 165. 
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I = », 0, H-a> Sejügli* 2, 2, i äStiJfel. ai(o fiot bic 

9 a:» — 2t: — 4 = nic^t me^t al& eine teole unb iroor 
itioe SSurjel, nämlii^ 2. ^n bei £^at ifl t^te S)iSniminante 
pofitiD. 

I. aSenn co, c,, c^, .. real, co nii^tnutt, m = l, 2, .., fo 
Sßotenitei^e ron i 

ioen ötnteii^cttb (leinen i bog 3"4en non c« unb eine beliebig 
röfee. ®enn 

» - c,j-(i + 1« + ;iz' + . .) = .,^»(1 + «) 

&te unter ben 3o^len p- , — 1. ■■ wirb bur^ c bejei^net. 

|.| <«(. + »=+..) <5-'°- bei.< 1 
1 

i + o 



■ 1 — 

|i.| < 1 bei » < 1 — «, b. ^. bei s < 



un s < yr- , fo ift 1 + ti politio, unb « iiat baS 3eit^en 

@nblie^ ^at man 

«I <'c,\.-(l + d)<, 

* "" ' < ih' '""''" °"* ' < l^k.T(r+ij- 

asenn *■ nidit nun, fo iS 

/ — a.«" + o..,i-> + , . + o, 

-«■'"(' + £+5f. + --)-'-"'<' + '^ 
6te ber Quotienten |^'|, |^'|, . . (et o. Wto ifl 

"1 < "(r + r.T' + ■ ■) < kT-^ '" l'l > ' 
|M-| < 1 bei lx| > i + o 

l-KK J<lbel|«|>l + j 
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»ei |a;| > 1 + a ift l/l = la^a:»!!! + M\ -> \ a^x^ \(1 — \ M \) 

nid^t null, b. 1^. feine SBurjel ber @Ieid&uttg/= ließt aufeetl&alb 
be« ^eife^ um ben SRuBpunlt mit bem Sftabiu« l + a. 
Sugleid^ ftttbet man 

i/l > |an^|(l-(J) > 0} 

n 

menn nid^t nur |a;| > i + ~, fonbetn aud& \x\ > l/. — ■.^_^ . 



m. SEBenn a^ nid^t nuB, o: = i : y, fo ift / = cr^^Cl + iv^). S)er 



größte ber Quotienten 







«2 



^0 



, . . fei a, älfo ift 



^1 < —|--f bei |y| > 1 



Sei !y I — 1 > «' b. ^. bei \x\ < -~ , ift \N\ < 1, / nid^t nuU. 

1 -\- et 

aifo liegt feine SBurjel ber ©leid&ung / == innerl^alb be« ÄreifeiS 

1 
um ben 9luttpuntt mit bem SRabiuiS tzt^'' 

IV. SlEen x beä ©ebiete^, weld&eS bie beiben Greife einfd&liefeen, 
entfpred^en enblid^e f(x) in ununterbrod^ner golge, beren Slbfolutmerte 
eine untere ©renje liaben. SBenn /{xq) nid&t nutt ift, fo fann il^r 
Slbfolutroert tjerminbert werben, b. I&. eS giebt ein pofitipe« h unb eine 
beftimmte ©inl^eitgrourjel q ber Slrt bafe {/{xq + (>ä)| < |/(a:o)|. 

S)urd& bie ©ubftitution x = xq + gh mirb 

tt)o z>^ = /(a^o) , Äk ber erfte ©oefficient, meld&er nid^t null ift, unb 

Sei negatioen p nimmt man nun ^^ =*= 1 (Slllg. Slritl^m. §. 18, 
8. n), fo baB 

M = l+ph}' -\- .. + i(qh^ + . 0, I M |2 = 1 + 2ph^ + . . 

Sei pofitioen p nimmt man ()^ = — 1, fo bafe 

M = l — ph^ + . . — i(qh^ + . .), I M|2 = 1 — 2/?Ä'^ + . . 

fSti p = unb pofitioen g nimmt man p'" = i, fo baj5 
Sei p == unb negatit)en q nimmt man g^ = — i, fo bafe 
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3tt iebem btefet gäUe tft liJ/P— i negattt) bei ^inreid^nb f leinen 
poptben h (I), folflUd^ \M\ < i, \f{x^ + Qh)\ < l/(a?o)|. 

V. S)emnad^ l&aben bie in Setrad^t lonmienben l/(a:)| eine untere 
®renje, bie nid^t pofitip fonbem nutt x% S)iefe ©renje ifi butd^ fon^ 
tinuietlid&e 3Setänbetunfl pon a? erreid^bat, weil bei fold^er SSeränberunß 
f(x) fid^ nid&t fprungweife Detänbert, mitl&in f{x) = o umgeben ifi t)on 
|/(a?)|, bie nid^t null finb. Sllfo ijl in bem angegebenen ®ebiet eine 
SButjel ber ©leid^ung f{x) = entl^alten. 

2)er o5ige 93en)eid für bie ©giften) einet SBur^el einer algebraifd^en ©leid^un^ ift 
im mefentlid^en von ^rganb gegeben n)orben. Essai sur les quantites imagmaires 
1806 unb ©ergonne Sinn. 1813 t. 4 p. 133 (2^« ed. par Hoüel 1874 p. 58 unb 90). 
©inen äJ^nlid^en 93en)eig gab Segenbre Theorie des nombres 1808 §. 119, ber 
Slrganbg @ffai gefannt aber nid^t angefül^rt l^at. ^efannt tourbe berfelbe Verneig 
burd^ ©au(99 Analyse algebr. 1821 c. 10, weld^er bie £egenbrefd^e ^arfteUung als 
bie ©runblaqe feiner Bearbeitung angiebt. 93ergl. ©türm 1832 in Choquet et 
Mayer Alg^re §. 378. ©erret Alg. sup^r. 44. 3« Sßeierftra^' SSorlefungen 
ift ber Ben)eid Derfd^ärft worben. 

16» SBenn bet (fontpleje) Sffiert x ber SJariablen fo t)eränbert 
wirb, bafe fein $unft M auf ber B^i^lenebene (SKIIg. Slrit^m. §. 16, 10. 
§. 31, 11) eine gegebene Sinie l^in unb wieber burd^läuft, fo burd^läuft 
ber 5ßunlt N be« entfpred^enben SBerte« f{x) einer ein beutigen 
gunftion bie entfpred^enbe Sinie l^in unb lüieber; unb toenn M eine 
gefd^loffene Sinie einmal burd^laufen l^at, fo ift aud^ bie entfpred^enbe 
oon N jurüdtgelegte Sinie gefd^lojfen. 

3)ie oon einer gefd^Ioffenen Sinie, meldte fid^ felbji nid^t fd^neibet 
begrenjte gläd^e mirb eine 3^11^ genannt (5pianim. §. 9, 10). S)er 
^Perimeter ber 3ette wirb fo burd&laufen, bafe bie 3eIIe auf bem linf en 
Ufer be^ 5ßerimeter3 liegt; unb pofitioe äßinfel werben burd^ linfiSum 
gel^enbe ©rel^ung befd^rieben. 

aOBenn ber 5ßunft m eine Sinie l^in unb wieber burd&läuft, o^ne ben 
ruienben ^Punft s ju berül^ren, ober menn M eine gefd^lojfene Sinie 
bur(§läuft, beren 3^0^« i^^tt 5ßunlt s auSfd^liefeen, fo befd&reibt ber 
©d^enlel SM SBinlel, beren ©umme null ifi. SEBenn aber M eine 3eIIe 
umläuft, meldte ben 5Punft S einfd^liefet, fo befd^reibt ber ©d^entel SM 
SBinlel, beren Slrcu« bie ©umme 2fr ergeben. 

S)urd^ A, B, C, .. merben bie 5ßunfte ber SEBerte «, ß, y, ^ ber 
aSariablen bejeid^net, bei benen eine gegebene ganje gunftion Amal, 
iumal, j'mal, . . null ift, b. ^. bie ^Punlte ber Afad^en SBurjel a, ber 
jufad^en SBurjel ß, ber vfad^en SBSurjel y, . . ber ©leid&ung f(x) = o. 
S)ie entfpred^enben 5ßunfte t)on /(«), f(ß), f{y\ . . fallen mit bem 3flull- 
punft jufammen. 
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I. aCBenn bet 5Punft m eine ^tUt umläuft, loeld&e leinen ber 5Pun!te 
Ä, B, C, . . tnti)ältf fo bef4)reibt ber SSeltot ON beg entfpred^enben 
5ßunfte^ N SBinfel, beten ©untnte null ift. 

83en)ei^. S)ie gegebene 3^tte wirb burd^ Sinnenwege in beliebig 
f leine Sitten (3eIIenteile) jerlegt. 6in 5ßunlt, u)el(3öer aUe einzelnen 
3eIIenteile umläuft, umläuft bie ganje gelle unb burd&läuft alle Sinnen^ 
wege l^in unb jurüd. 3- ®- ^i^ $unft, meld&er bie burd^ ben Sinnen»^ 
meg km getrennten ^tUtn kimk unb kmnk umlaufen l^at, l^at bie 3^11^ 
Mmnk umlaufen unb ben Sinnenmeg km \)m unb jutüd burd^laufen. 

SBBenn t einem 3^ll^ttteil angel^ött, meldtet a, ß, . , naä) SSorau^^ 
fe^ung nidjt entl^ält, fo ift f{t) nid^t null. Sei l^inreii^enb Heiner S)iffe^ 
renj x — Hft f{x) — f{t) beliebig !lein (10 unb 15, I). SBenn ber 
3ettenteit l^inreid^enb Hein ift unb non M umlaufen mirb, fo burd^läuft 
N in beliebig f leiner ®ijianj üon f{t) eine gefd^loffene Sinie, meldte 
eine ober me^r 3^^^^^ umgiebt. S3on biefen 3^tten ift aber auSge*» 
fd&loffen, alfo bejd&reibt ber SSeftor Oivr SBinlel, berenSumme nuttift 

SBenn ber S3innenn)eg, burd^ n)el(^en ein 3ellenteil t)on einem anbern 
3ellenteil getrennt ift, t)on M l^in unb prüdE bur(^laufen mirb, fo burd^^ 
läuft N l^in unb jurüdE eine Sinie, auf meld^er m^l liegt; alfo be* 
fd^reibt ber SSeftor ON Söinlel, beren ©umme null ift. 

Sllfo werben aud^, roäl^renb M bie gegebene 3^tte umläuft, t)on 
ON SBinfel befd^rieben, beren ©umme nuH ift. 

II. SEBenn ber 5punft M eine 3^0^ umläuft, weld&e ben $unft A 
unb leinen ber übrigen B, C, ,. entplt, fo befd^reibt ON aSinf el, beren 
SlrcuS bie Summe 27tl ergeben. 

Semei^. 3Son ber gegebenen 3^2^ w^tei^ i^urd^ ^i^^^ gefd^loffenen 
Sinnenmeg eine l^inreid^enb fleine ^tUi abgeteilt, meldte ben $unft A 
entplt; baS übrige ©tüdE mirb burd^ einen Sinnenmeg in eine 3^tte 
üermanbelt, meld&e leinen ber 5Punfte A, B, C, . . entplt. 3lad& ber 
3Sorau^fefeung ift 

(SlDg. Slritl^m. §. 31, 11). Sei i^inreid&enb Ileinen x — a ift g{x) — g(a) 
beliebig Hein, alfo mit einem beliebig Keinen gel^ler 

arc/(a?) == Ibjcc{x — a) -\- arc^(a) 

SBenn bie Ijinreid^enb fleine 3^11^^ itt meli^er A liegt, von M umlaufen 
wirb, fo wäd^ft axc(x — a) um 27r, folglid^ axc/(a;) um ItiX, b. 1^. ber 
SSeftor ON befd^reibt Söinlel, beren Slrcu^ bie Summe 2^1 ergeben. 
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SBBenn M ben anbetn 3eUenteil umläuft, fo bejd^teibt ON aßinlel, 
beten ©umme nutt ifi (I); beagleid^en, roetttt M einen Sinnenweg l^in 
unb wiebet burd^läuf t. ^tnn bal&er M beibe ßellenteile naä) einanber 
umläuft, b. f). bie flegebene ^tUt einmal umläuft unb ben Sinnenweg 
l^in unb miebet jurüdlegt, fo befd&teibt ON SEBinfel, beren Sltcuä bte 
©umme 27tX ergeben. 

in. aSBenn bie gegebene 3^D^ i>i^ 5ßunlte ä, B unb feinen bet 
übrigen entl^ält, fo finbet man burd^ 2 gefd&loffene Sinnenroege, roeld&e 
Ä unb B umgeben, unb burd^ 2 Sinnenroege, weld&e bie 3 Perimeter 
unter einanber oerbinben, eine 3^2^. weld^e leinen ber fünfte A, B, . . 
entl^ält SBenn ifef biefe 3 3^D^tt umlaufen l^at, fo l^at er bie gegebene 
3elle umlaufen unb bie 4 Sinnenmege l^in unb wieber jurüdgelegt. 
S)abei l&at ON SBinfel befd^rieben, beren Slrcu^ bie ©umme 27t{1 -\- fi) 
ergeben. U. f. ro. Umgefe^rt: 

©aud^p^ ©afe*). SBenn auf ber 3Ä§l^tt^l>^tte ber 5J}unft m ber 
SSariablen x ben Perimeter einer gegebenen 3^He einmal burd^läuft 
unb ber entfpred^enbe 5PunIt N ber ganjen gunftion f{x) , ol^ne ben 
5RulIpunIt ju errei(^en, fid& fo bemegt, bafe ber ©d^enfel ON SBinlel 
befd^reibt beren Slrcu« bie ©umme 2nk ergeben, fo entplt bie 3elle fc 
(getrennte ober vereinte) fünfte ber SSariablen, bei meldten biegunftion 
null ift, b. I&. h (oerfd^iebene ober nid^t t)erfd&iebene ^punfte t)on) SBurjeln 
ber ©leid^ung f{x) = o. 

SBenn ber $unft oon 1 burd^ E, unb ber 2lrcu5 be« SBitffelS EON 
b. i. Slrcu^ oon f{x) = t + iü burd& q> bejeid^net mirb, fo ift tangy 
=: ü: T. ggsenn g) fteigenb bie SBerte 7t, lu, Ztc, . . überfd^reitet fo 
gel^t tangg? fteigenb buxä) unb ^ört auf negatio ju fein; menn q) 
faHenb jene SBerte überfd^reitet, fo ge^t tangg? fattenb burd^ unb l&ört 
auf pofitio ju fein. Sllfo lann ber ©d^enlel ON SBinfel, beren 2lrcu^ 
bie ©umme 27ck l^aben, nid^t befd&reiben, ol^ne ba^ U: T mel^rmal nutt 
wirb, unb jroar 2fcmal fteigenb, ober (2fc + m)mal fteigenb unb »zmal 
fattenb, alfo 2Ä;mal öfter fteigenb al^ fattenb. SWan lann ba^er aud^ 
(nad^ ©aud^p) jäl^len, mieoielmal öfter fteigenb afö fattenb U: TnnH 
mirb , mäl&renb ber ^unft ber 3Sariablen bie gegebene 3ette umläuft, 
um bie ajlenge k ber in ber 3ette entl^altenen SBurjeln ber ©leid^ung 
f{x) = ju beftimmen. 



*) davL^t) §at bicfctt @a$ 1881 bet Muriner Slfabcmie, 1837 in bcm J. de 
rEcole polyt. Cah. 25 p. 176 mitgetcirt. gnpifd^cn l^at ©türm 1836 benfclbcn 
©a^ einfädlet öeroicfen Liouv. J. 1 p. 290. SScrgr. bie SBetoetfe von ©türm unb 
StouDille Liouv. J. 1 p. 278, SRoigno Liouv. J. 5 p. 75, ©errct Alg^bre super. 
I no 53. • 
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IV. Oaufe' ®a|. eine ganje gunltion ntett ©rabe« /(«?) ifi 
wnial nutt bei getrennten ober pereinten SBerten x ber aSariablen. 
S)ie ©leid^unfl «ten ©rabe« fix) = o l&at n SEBurjeln, bie im aUge-» 
meinen aUe, bei befonberen ©oefficienten nid^t atte t)on einanber per«» 
fd&ieben finb. 

»emei«. fix) = on^r^fl + — + ■%. + . .) iji bei ^inrei^ 

\ a^x ajjt^ I 

d^enb großem x burd^ a^a?^ ber Slrcuj^ t)on /(a?) bur(§ ben Slrcu^ t)on 
a^a?"^ auSbrüdbar mit einem beliebig Keinen gel^ler. S)ie t)on O^vbe*» 
flriebenen SEBinfel betragen nmal fooiel al3 bie t)on OJ/ bef(]&riebenen. 
SBenn M einen l^inreid^enb großen ÄreiiS, bejfen ©entrum ifi, einmal 
burcä&läuft, fo befd^reibt ON SBBinfel, beren Slrcu^ bie ©umme "Inn er* 
geben. Sllfo entl^filt bie gläd&e be5 t)on M bur4)laufenen ÄreifeS n 
SBurjeln ber ©leid&ung fix) = o. 

tiefer ^unbamentalfa^ ber atgeBraifcÖen ^(nal^fid, tDeld^en man früher au§ Be- 
f onbctcn gätten erlannt l^attc, ift »on 2)'2llembcrt, ®uler, Sagrange ju bemeifcn 
tJerfud^t Würben. Mem. de Berlin 1746 p. 182, 1749 p. 223, 1772 p. 222. ®en 
erften a3ett)eif nebft einer umfoffenben Äritil ber frühem SBerfuÄe l^at ©auf; gegeben: 
Demonstratio nova theorematis, omnem functionem etc. Helmstädt 1799. 3^^ 
anber^ Seweife ^at ®au^ 1815 unb 1816 im 3ten $anbe ber @öitinger jlommen- 
tationen, unb eine neue Bearbeitung beg s^erft erwäl^nten S9en)eifeä 1849 im 4ten 
»anbe ber ©ött. Slbl^anblungen mitgeteilt (SBerle S3b. 8). 

17. I. Slu^ fit + in) = y + iV, fit ~ tu) =.T—iU folgt 
2r = /(« + 1«) +/(< — tu), 2iü = f{t + iu) — f(t — iu) 

^ier ift T eine gerabe gunition von u, weld^e bei SSertaufd^ung von u 
mit — u unoeränbert bleibt, dagegen ifi u eine ungerabe gunftion 
t)on M, meldte bei berfelben aSertaufd^ung ba^ 3^id^en roed^felt, unb 
burd^ u teilbar ift. Sllfo finb "r unb ü : u ganje gunftionen oon 
m2 unb t 

aSenn u'^t ^ ^(äjltn finb, meldte bem Softem (^ = 0, C7 : u = o) 
genügen, fo ift t + iu eine SQBurjel ber ©leid^ung f{x) = o. 2)iefe 
SBurüel bebarf feiner weitem entroidEelung, menn m^ pofitit) unb « real. 
3Jlan fann fid^ berfelben burd^ eine ber SRemtonfd&en (§. 8, 5) analoge 
aWetl^obe annähern, ©erret Alg. sup. 168. 

II. @in ÄreiS, aufeerl^alb bejfen 5Punfte oon SBurjeln einer gege*» 
benen ©leid&ung nid^t liegen (oergL 15. 11), ift von ®au6 1849 ange^ 
jeigt TOorben. SQBenn 

f{x) = a:« + Ax^-^ -\- Ba^'^ + . . 



wenn non x, 



, B, .. bie SKobuln i>üxä) ■■ 
. begei^net metbcn, (o ift 



. . unb bic SKrcuS 



(7 am *^ sin ' sin ' 

e, -- « -i- (" - l)e, (?2 = (3 + (« - 2)e, . . 
i'^np 1 sin'np = 1, (o beträgt untet ben 5Kettcn coanp, 
ainnp, — sinnji etttet nic^t TOCitiget afö -y^f aBenn nun 
Vi, fo ^at in 7' b. i. 

"e — V\) + «'■■'-1(1 -h COSp,) + hr^-^{\ -\- COSpj) H- . . 
r»!^^ — ar'^'^ — tr""« — . . 

geile lautet pofittDe ©lieber. ®ie jiBeite 3eile ij! bei t- = o 

bei ?■ = 00 pofittD, folglid) bei »■ = ^ nuB; nid&t bei me^> 

leil t& in bet Beile nur einen SEBeii&fel flieht (13). SBenn atfo 

fo ift r pofitiu, 7' + W nii$t tiuH. Gbenfo pnbet man bei 

unter ben Söocauäfegunaen 

~ coanQ > y'^ sinn^ > Yi — sinnß > VJ 

— f7 portttD, folflli(i& U. f. H). 

I. SBenn a;" = y unb p° = 1, fo finb x, xe, . . , arg"-' bie 
ten SBerte her nten SButjel von y. SJaun ip 

itige irrationaUgunttion bet y, unb bie foniugierten Söerle 
roerben erhalten, inbem man x bux^ xq, . ., a-p"-! erfe|f. 
ijugierten Sßette ftnb bie SButjeln einet ®Uic&ung «len ©tabes 
onalen Soefficienten. SWan bilbe 









^ + - 



aiuS bem ©t)ftem oon n ©leic&ungen 

oo-u + a,a^ + «jcc^ + . 

"„.äff + Vii/^ +(ao — «)a^^ + . 

folgt 
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bie ©leid^ung ntcn ®rabe« füt w, beten SEBur jeln u^, «2 f • • r ^n ^^^ 
f onjugterten SJBette ber u finb. Qn z(w) l^at m'^ ben Soefficienten (— 1)°, 
mO ben ßoefficienten z(0). 3flun ifi (4) 

(— D^w, .. w^ = ;f(0):(— 1)-^ 

aifo ift bo« ^ßrobuft bet fonjugtetten 2Bette u bie rationale gunftion 
xW ber t/, unb Reifet bie 5Rorm ber irrationalen u, weld&e burc]^ 
Nw beiei(|net wirb (§. 4, 5). 

Seifpiele. SBenn x^ = y, fo ^at «o + «i^ + «2^^^ ^^^ ^^^^^ 

«0 «l ^2 

022/ «0 «1 = «0^ — 3'?o«l«2y + «1^«/ + «2^^'^ 

3Benn ß^ = 1, fo ^at a^ + a^ß + a^ß^ -|- «3/^^ bie 3florm 



«0 ^1 ^2 ^3 

«3 ^0 ^1 ^2 

«2 ^ ^0 «1 

ÖJ «2 ^ ^0 



— 2ao^a2^ + 2a^ ^Oj^ 
+ 400«^ 2^^ — 40102^03 

-«/ +Ö2* 



== 1(^0 — «2)^ + («1 — «3)^](«0 — «1 + öTj — (h)(^0 + «1 + «2 + «3) 

12 9 8 

S)ie 9tornt t)on a + ^/a? + cya? + d-^x iji butiä^ bie 5Worm 
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t)on a + Ä/a:^ + cV^ + dY'^ teilbar. aSergl 3Reier §irfd& 
Slufg. au^ ber X^eorie ber algebraifd^en ©leid^ungen 1809 §. 96 ff. 

IL SBenn u eine Munition mel^rerer SBurjeln ift, fo bilbe man 
juerft bie 9lorm berfelben in Sejug auf eine ber SBurjeln, weld&e eine 
gunttion ber übrigen SBurjeln ift, u. f. w. 2)ie SRorm von u ift ba« 
5|JrobuIt aller lonjugierten SJBerte Don u. 

S)ie gormel Vp + V^ + Y^ ^<^i ^i"^ fonjiigierte SBerte, beren 
5ßrobuft eine ganje ^n!tion t)on p, q, r ift. 

n n n 

S)ie gormel y> + V^' + "/y- + . . l^at nnn . . fonjugierte SBerte, 
beren 5ßrobuft bie nte ^otenj einer ganzen gunftion t)on v, q, r, ,,, 
bie 3lortti ber gegebenen Formel ift. SBenn man einen SBert t)on 

r D 

Vä' + y»' + . • burd^ y\ unb eine eigentlid&e wte SBurjel t)on 1 burd^ 
ß bejeid&net, fofinb y^ß, y^ß^ . ., yk/?""^ anbre SBerte berfelben gormel. 
SSejeid^net man einen SSBert ber wten SBurjel t)on p burd^ x, fo ift bie 

n n 

3florm t)on a: + ■/■g' + y^r + . . ba^ ?j5robult 
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(x + y,ß){x + yi/?2) . . . 
{x -\- y.,ß)(x + y.^ß^) ... 

eine ganje gunftion nid^t nur t)on q, r, . ., fonbem aud^ von a^ b. t. 
t)on Pf weil nad& (4) 

(a: + yk/?)(i» + ykß^) . . (^ -f yk/^) = a^ — (— yk)"" 

5Diefe SRormen finb t)on aßöbiu« 1828 ©rette 3. 3 p. 9 unb görfte^ 
mann ©rette Q. 8 p. 317, 14 p. 236 nä^er betrad^tet worben. 

S)ic Slufgabc, auS einer ©leid^ung, in bcr irrationale gunf Honen ber Unbc^ 
!annten oorfommen, eine ©leid^ung oon bemfelben Umfang mit rationalen ©liebern 
aBjuleiten, ift von germat ben 3Wat^ematifem fetner 3cit oorgelegt worben (Cartesii 
epist. Tom. 3 p. 304). 2)eöcarte8 §at a. a. 0. einen 5(uflöfungöt)erfuc§ angebeutet, 
ber nid^t jum ^^ele fül^rt. 2)urdJ 5lebu!tion beS ^roblemä auf bie Äuflöfung eines 
@9ftemg Don md^t linearen (Gleichungen l^at 5Jß^^*WÄt (Opp. p. 60) bte SöSbarfeit 
ber 2lufgabe angejeigt, ebenfo SRewton (Anthm. univ. p. 64 ed. Lugd.). <Da6 
baS $robu!t aller fonjugietten äßerte einer algebraifd^en t^ormel rational ift, n)urbe 
jucrft oon ®uler (Mem de Berl. 1748 p. 234, fowie in einer fpätem 2lb§anblung 
1764 Nov. Comm. Petrop. 9 p. 70) bewiefen. 3)urcl^ bie oon ©uler angeroanbten 
3Kittel l^at Lambert 1770 (Setträge II» p. 202) bie 2lufgabc gelöft: aug einer ge= 
gebenen @leic^ung biejenige ©leid^ung abzuleiten, beren SBurjeln bie wten ^oten^en 
ber Söurjeln ber gegebenen ©leid^l^ng finb. Sßergl. 9)leier ipirfdja. a. D. ©d^önes 
mann ßreHe 3. 19 p. 234. 

19* aOäenn x^ = y unb q"" = 1, fo l^at 

f(x) = aQ + a^x + . . + a^x"^ 

bie SRotm f{xQ)f{xQ^ . . /{xq""'^) fix) , welcä^e eine f^unftion bemfelben 
©rabeg ber y ift. Sei n = 2 erl^ält man /(— x)f{x\ eine gunftion 
ber x\ Sei ^3 = 1 ift f(xQ)f{xQ^f(x) eine gunftion ber x\ U. f. w. 
SBenn / nutt ift, fo ift aud& i^re SRorm nutt: jeber SBurjel ber 
©leid^ung / = o für a; entfprid^t eine SBurjel ber ©leid^ung N/ = 
für y, weld^e von jener bie nte 5ßotenj ift. Slm leid^teften finbet man 
au^ ber ©leid^ung 

bie ©leid^ung 

beren 3Burjeln bie Du abrate ber SBurjeln t)on f{x) = o finb. aJlan 
bilbet fi{x), inbem man f(x) mit —A—x) multipliciert unb x'^ burd^ 
X erfe|t, fo ba§ ftm = om^ 

ftm-l == — öm-l'^ + 2amÖ'jn-2 

^in-2 = H~ öm-2^ 2ani-löm-3 + 2öfmöm-4 

im-8 == — Öin-3^ "j" 2ani-2^m-4 2ani-lOm-6 "1" 2amflm-6 
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u. j. tt). Slitö /i(a:) flnbet man but(ä& baSfelbe SScr falzten /2(a7), fo 
bafe bte SBurjeln t)on /jCa?) = ben Duabraten ber SBurjeltt von 
f\ (a?) = , mitl^itt ben Siquabraten ber SBButjeln t)on fix) = o gletd^ 
finb. U. j. tt). 

©ine abgeleitete ©leid^ung, beten Sßutieln l^inreid^enb l^ol^e 5ßotenjen 
ber aOButjeln ber gegebenen ©leid^ung jinb, bient jur Seftimmung ber 
3)lobuln biefer SBurjeln, juerft ber größten, bann ber näd^ftHeinern, 
u. f. tt). na(i einer Dorjttglid^en 3Jletl&obe, bie Don ©raffe (Sluflöfung 
ber l^öl^em numerifd^en ©leidftungen, Z^xxi^ 1837) erfunben unb t)on 
ende (3lftron. 3a^rb. 1841 ober ©rette 3- 22 p. 193) weiter au«*' 
gefül^rt TOorben ifi. SSergl. S)an. Sernoulli de seriebus recurr. 1730, 

Comm. Petrop. t. 3. ©uler Iniarod. I c. 17. Älügel niatl^. SBört. 4 

p. 341 ff. Sacobl ©rette 3. 13 p. 349. 



20* I. SBenn 9{x) = \^h^x -^ ..-\- h^s^ iji, unb x t)er^ 

möge ber ©leid&ung g{x) = bie SBerte ß^ ß^, -^ K ^^t f^ ^P ^^^ 
nbeutige algebraifd&e gunition (üon l^öd^pen^ n ©liebern) 

f{x) = a^ + «lO? + . . + a^oil^ 

eine SBurjel einer beftimmten ©leid^ung wten ©rabe^, beren ©oefficienten 
ganje gunitionen ber ©oefficienten a unb h finb. Um biefe ©leid^ung 
für bie Unbefannte / aufeuftetten, bilbe man bie n ©leiii&ungen 

a^ — f -\- a^x Ar a^x^ + . . = 
(flo — f)^ + «1^^ + . . = 

u. f. n)., nebft ben m ©leid&ungen 

Bq + b^x -j- h2X^ -\- . , ==: 

BqX -\- b^x^ -(-.. = 

BqX^ + . . = 

u. f. to. aSermöge biefe« ©pjiem« ip bie Determinante (n + m;ten ©rabe« 



?>(/) = 



«0 — / 






«1 



O.) 



«2 
«0 — / ^1 ^2 
^2 • • 



• • 



334 Sttge^to. 

nuH. S)te Oleid^ung qn (/) = ift «ten ®tabe« für / mit ben aButjelti 

n. Stt y(/) l^at/'* ben ©oefftctettten (— l)""^^"", unb roettn man 

(jp (0) burd^ biefen ©oefficientett bimbiert, fo fxnbet man ba^ mit (— l)"" 
multipliciette ^ßtobult bcr aSBurjeln von <jp(/) = (4). Sttlfo ift 

©efet matt/(x) = a^(a: — öj) . . (a? — öf j, fo fiubet man 



5«un ift b^iß, ^x) ..{ß^^x) = (- 1)»^(^), folglich 

9>(0) = i„VW . . AßJ = (- 1)-'^ Vi7(«i) . . 9(ccJ 

ittbem man burd^ D(. . | . .) boiS ^ßtobult bet mn 3)iffetenjen beseid^net, 
meldte burd^ ©ubttaltiott aller cc von allen /? entjlel&en. 

m. S)a8 5ßrobult ber fonjugietten SBerte Aß^) . . /(/^J mit fi^^ 

ober ber fonjugierten SBerte g{(x^) .. ^(«J mit (— l)"''»^'', ober 

aller S)iff erenjen /? — cf mit a^"" bj^ ift y (0), eine gorm wten ©rabe« 

ber ©oefficienten a unb eine gorm wten ©rabeS ber ©oefficienten b, 
nnb l^eifet bie Sftefultante ber gunftionen f{x) unb g(x) in Sejug 
auf bie SSariable x*). 

aSenn j. S. bie ©oefflcienten a^, a^_^, a^^^, .. unb ft„, &„.i, 
^n.2' •• formen ber y, z von 0, i, 2, .. 5Dimenfionen finb, menn 
bemnad^ /(a?) unb g(x) formen ber x, y, z finb, jene t)on m S)imen«» 
fionen, biefe t)on n ©imenfionen, fo ifi tl^re Sftefultante 9>(0) eine e^orm 
ber y, z t)on wn ©imenfionen. ®enn bei ber aSertaufd^ung von y 
unb z mit ye unb zt gelten 

ber Sleil^e nad& über in 

«m, «m.l^' «m-2^^ « •' K' K\^f ^2*^ • ' 



*) ©ttlcr Mem. de Berlin 1748 p. 234. SScrgl. bcS SSerf. Söetem. §. 11. 
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(§. % 9). S)abei ge^en (x^ «2^ • •' Ar /^2/ • • ^^^ 3*^^^^ ^^^ ft^^^ ^^ 

(4, t)ergl §. 7, l); folglid^ erplt ba^ 5J}robuft aßet wn S)ifferenjen 
^ — a ben SKuUiplifator /°^^ b. 1^. 9)(0) gel^t übet in «"»«^yCO), bie 
©leid^ung qp(0) = ift für bie Unbefannte y : ^? t)om ?nnten ®rab. 

aOBenn bie 9tefultante (p (0) tjerf d^tDinbet, f o t)etf d^winbet roenigfien^ 
eine unter ben ©ifferenjen ß — «, unb bie bei bemfelben SBert t)on 
X t)erfd^n)inbenben gunftionen f{x) unb g(x) l^aben einen gemeinid^aft«' 
lid^en 3)it)ifor h{x\ beffen ßoefficienten infolge be^ ©pftem« /(a?) = 0, 
xf{x) = 0, . ., ^(^) = 0, ic^(a?) = 0, . . ganje gunftionen ber 
©oefficienten a unb h finb. 3flad&bem man atte SQBerte t)on y bered^net 
fiat, bei n)eld&en 9)(0) nutt ift, finbet ntan au8 ber ©leid&ung Ä(a;) = o 
bie entfpre(^enben SBerte t)on a?, weld^e jufammen bem ©ijiftem /(a?) = o, 
^(a?) = genügen. aSergl §. 6, 9. 

21 ♦ 3ut Formulierung be8 größten gemeinfd^aftlid^en S)it)ifor 
ber ganjen gunJtionen 

/ = ÖQ -{- a^x -\- a^x'^ -\- cb^x^ '\- a^x^ 

Mibe man au« /, a?/; a?2/ unb au8 g, xg, x'^g, x^g 



R = 



üi 



«1 

«0 



«2 

«1 

«0 



a 



a> 



2 % ^4 



'0 



'0 



a. 



h. 



a< 



at 



a. 



'0 



'0 



ferner au« /, xf, g, xg, x'^g 



s == 



ÜQ -j- a^x «2 ^3 ^4 



at\X tti 



Oc 



ÖqX 



ttf 



h 



^0 



a. 



unb au« /, g, xg 

ÜQ -\- a^x -\- «2^^ ^3 **4 
*0 + h^ + *2^^ *3 



h 



a. 



== /Sq + aS^JT 



= 7^0 + ria;+ ^2«^' 



nenn / linb g fiöliwer ©tabe fmb. SSBenn man ju ben erPen 
biefer ©qitcme bte mit entyptedöenben ^ßotenjcn oon x multt- 
folgenbett Äolonneti obbiert, fo bleiben bie ©eterminanten 
ixl 3nbem mon bie S>eterniinanten bcr ttongfotmierten 
nadd bei eifien Kolonne entmidett, finbet man 
H = Pf + Qff 

r = A/ + Oj? 

;, roeld&e ju crfennen geben, ba| jebet gemeinfd&aftltc^e a>tDi(or 
b jr in J?, S, T aufgebt. 

n nunßni^t null ifl, fo Iia6en/unb je feinen »on ^^ abhängigen 
iftUc^en S)i»ifm:. SBenn iJ = unb Ä nic^t bei aUen x 
\o f)aben / unb g ben größten gemeinfc()aftlid&en ©ioifor 5 
abcS. SOäenn ä ^ 0, ä = o bei aKen x, unb T nic&t &ci 
itt ip, fo l)aben / unb g ben größten gemeinfc^aftlidien 3)ioifot 
I ©rabeS. U. f. ro. 3ebe Söfung beS ©gtienrö ä = 0, 
ibet be« ©ppemS ü = 0, r = o, wenn S = o eine ^ben* 
:inc Söfung be« ©^ftemS / = 0, ? = 0. 

ertung. 9lu8 jtuei geßebenen gun'ttonen/ mten ©robeS 
sn ©tabeS ron a:, bie einen gemeinfc^oftlid&en ©ioifor nii^t 
inn eine gegebene i^unftion tp {m -\- n — i)ten ober nie» 
be« mit §ilfe uon beftimmten SHultiplüatoren p {n — i)ten 
nb ff (m — i}ten ©lobeS lomponiert roetbcn. SJenn isufolge 
m« tJon 1 + n + m Seilen 



/- 


«n 


+ <.,« + »,» 


+ .. 


>:/■-. 




a,x + o,x 


+ ■■ 


V- 




o,i 


+ ■■ 


ff = 


6n 


+ 4,« + 6,a:' 


+ •• 


*? = 




S,x + J,« 


H-.. 
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9» 


"0 


Cl 


/ 


«0 


«1 


^f 




«0 






9 h 

xg 



«'i 



= 



uttb burd^ enttDideluttfl nad^ ber erftett Äolonne 

R(P — Pf — qg = 0, R(p=^pf+ qg, 

aSergl. bie Slnntetfung ju (7) unb §. 2, 7. 
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^nttütttf einet XahtUt jnt ^efi^t^te ber SRat^emcitti 



))or4in|llid^e 3rit. 



S^hirgug 884. Dl^mpifd^e 6pie(e. 
^ta!on 620. Solon. @en)iu3 2:uaiu§. 
$ififtratu§ 560. ^omenf d^e^ef änge.S^rud. 
Slnafreon. 

Sd^lad^t bei äJlaratl^on 490. @oriolanu§. 
^fd^^luS. $tnbaru§. iperoboht§. 
©op^o!te§. ©o!rate3. 2)cmofntu3. 
$ippo!rateS üon ^o§. 
$en!le§ 444. $l^ibia§. 
^^uc^bibeS. ^riftop^aneS. $(aton. 

^emoftl^encS. ^ttftotctc§. 
^lesanbtia 332. i^eptuaginta. 
^prrl^uS. §anniBar. 



9lriftard^u§. Äartl^ago erobert 146. 
©utta. Sucretiuä. ©oftgeneä 46. 
(Säfar. Sluguftuä 30. 



Sl^aCeg. 
^pt^ogoraS. 

ipippofrated t)on (S^^ioS. 

^rd^^taS. 

@ubo£uS von ^niboä 380. äRenöd^muS. 

S)moftratu8. ?lriftäu3. 

(gufUbeS 800. SlriftardJuS von ©amo§. 

^onon. ^rd^imebeS (t 212). 

@ratoft^ened. 9li!omebeS. ^iolIeS. 

(SeminuS. ^efiMuS. §eron. 

SCpoEoniuS. 

§ippard^ttS 160. $erfeu§. 



na4|il|n|IU4ie 3eit 



SSitruotug 40. $amu§. 
XraianuS 98. 



X^eoboftug 379. Ulfilag. 

^ulgata. ^ttila. 

Suftinian. 

©rcgor I. SWolJammeb 622. 

S3a9bab. Äarl ber Oro^c 768. 



X§eobofiu3. aReneIau3. f^rontinug. 

^!omad^u§. ^tolemäuS. 

$appug. 

^iopl^antug. Xl^eon. ^ppatia. 

@erenu§. $ro!lu3 450. 

^oetlJiuS 500. @utoüu§540. ©impliciuS. 
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$antn a( ätafd^ib. ^(mamun. 



S»ömeraüge. SÄal^mub I. Sirbufi. 
©regor VH. 1073. Äreujsüge. 
griebrid^ II. 1215. SRiberungcnneb. 

©ubrun. $artmann. 
SBolfram. ©ottfrieb. SBaUer. 
3Jlavco $o(o. 

^anie 1300. $etrarca. Boccaccio. 
Slenaiffance. SBertl^olb ©d^toarj. 
§uffiten 1419. ©uttenberg 1438. 
äJ^anuttud. ^(bug. 
^onftantinopel erobert 1453. 
3»ebiceer 1472. Unberfitäten. 
Sconarbo. ©olumbuS 1492. 



3Äol^ommeb Ben 2Rufa 820. 
^Ibatani 880. 

SÄol^ammcb von 33agbab 950. 
mf)a^m 1000. 

Seonarbo von $ifa 1200. 

3loger aSacon 1270. 

gSitcUo 1320. 

9Uc. von (5ufa 1430. 

^eurbad^. Sflegiomontan 1464. 

£uca§ be ^urgo 1494. 



1500 



aWacd^laoetti 15. Sutfter 17. 

^ürer. ^anad^. SHd^el 9(ngelo. 
9{afaeL %iiian, $. SSifd^er. (SamoenS. 
©eb. 33rant. ?paracelfu3. ©raSrnuS. 
^alejirina. Xoffo 70. ©I^ofefpeare. 



Scipione bat gerro 05. XaxtaUa 30. 

gerrari 40. (SarbanuS 45. 
%. ^«iefe. S«ubol|)l^ 24. ©tifer 44. 
6opemicu§ 30 (43). SRoniuä 46. 
®er^. 3Rercator 50. SöombcUi 79. 
X^d^o be SBra^e 80. eteuin 85. SSi^ta. 



1600 



(SeroanteS. Sope be ^ega. halberen. 
(Gilbert. 9%uben§. Sflembranbt. S3an3)9dP. 
Glaube Sorrain. 93acon t)on ^erulam 05. 

20. ^axv&i) 19. 
Sltd^eUeu. ©rotiuä. SOßaUenflein. 
Souiä XIV. eromwea. aRurittog. 
<Spino8a 70. ^ufenborf. X^omaftuS 87. 
Sodte 90. 



^arriot. Äeppler 09. 19. ©alilei 10. 
33. 38. 9leper 14. ©auä 15. ©nett 17. 
(EaMlieri 32. ©ulbin 35. ätobervaa 31. 
2)eäorgueS 36. S)e§carte3 37. ^aScaC 40. 
2:orriceIli 44. germat. ^ett. 
©uerirfe 50. SBattiä 55. ^u^genS 54. 73. 
3Gßren. Oregorg. ^k. aWercator. 
SReroton 87. Seibnij 84. 
Sal^ire. Sl^arignon. ^biani. 
Sacob SBemoutti. S^i^ann 33emoulli. 



^iaf)l 18. gal^renl^eit 20. SSrablep. 
Sinne 85. SWonteSquieu 48. 
granlUn 50. aSolta 75. 99. 
S3uffon 80. SBatt 80. 



1700 



©ote« 13. %oii)lox 15. ©tirling 17. 

3Äaclourin 20. 3Äoit)re. 
2)anie( 33ernoutti. Sfliccati. ©fatraut 

@u(er 30. 41. 66. 

22* 



